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Motivation und Ziel 

Schon seit jeher haben sich die Physik und die Mathematik gegenseitig in ihren Entwicklungen 
beeinflui3t. Haufig war es die Physik, die neue mathematische Konzepte benotigte, um die For- 
schung voranzutreiben, aber auch neue Erkenntnisse in der Mathematik erweiterten den Horizont 
der Physiker, so dai3 es moghch war, neue physikahsche Konzepte zu finden. Beispielsweise brauchte 
Newton die Infinitesimal- und Integrahechnung, um die klassische Mechanik mathematisch for- 
muheren zu konnen oder DiRAC die Distributionentheorie oder den Spektralkalkiil von Operatoren 
auf HiLBERT-Raumen fiir die Quantenmechanik. Andererseits ware es Einstein nicht moghch ge- 
wesen die AUgemeine Relativitatstheorie (ART) zu formuheren, wenn nicht im 19. Jahrhundert 
die RiEMANNsche Geometrie hinreichend ausgearbeitet worden ware. So gibt es von der Antike bis 
heute zahhose Beispiele, die diese parahele Entwicklung der beiden Gebiete untermauern. 
Auch die vorhegende Arbeit wurde von uns mit dem Ziel verfaBt, eine weitere Briicke zwischen der 
Physik und der Mathematik zu schlagen. Motiviert durch physikahsche Pragestellungen haben wir 
versucht, neue mathematische Konzepte zu formuheren, die im Rahmen der Physik ihre Anwen- 
dung finden konnen. Die drei wesentlichen in dieser Arbeit behandelten Gebiete wollen wir kurz 
beleuchten und ihre Bedeutung fiir die Physik in aller Kiirze darlegen. 



Sternprodukte 



Sternprodukte sind ein Versuch, klassische Theorien (insbesondere klassische Mechanik) zu quan- 
tisieren und stellen damit eine alternative Moglichkeit zur kanonischen Quantisierung dar. Man 
bezeichnet das Quantisieren mittels Sternprodukten auch als Deformationsg uantisierunq. Wahrend 



die kanonische Quantisierung, die 1932 erstmals von IvON NeumannI [19961 ] mathematisch anspre- 
chend formuliert worden isl|j, einen funktional-analytischen Zugang bietet, sind Sternprodukte ein 
algebraischer bzw. geometrischer Zugang zur Quantisierung. Sternprodukte sind, wie wir in Ka- 
pitel [3] sehen werden, direkt aus der klassischen Theorie abgeleitet und daher ein sehr natiirlicher 
Zugang zur Quantenmechanik. Eine Folge dessen ist, daQ der klassische Limes („/i— t-O") im Rah- 
men der Deformationsquantisierung sehr gut zu verstehen ist, da er aufgrund des konzeptuellen 
Aufbaus gleich mitgeliefert wird. Man geht von einer Mannigfaltigkeit M aus, die physikalisch 
dem Phasenraum entspricht, und betrachtet die kommutative Algebra der glatten, komplexwerti- 

^Ein wichtiges Werk zur Quantenmechanik lieferte DiRAC schon 1930 DlRAcI 19821 ] - also einige Zeit vor vON 
Neumann, jedoch war seine Herangehensweise an die mathematischen Konzepte der Quantenmechanik sehr klassisch 
gepragt und daher nach heutiger Sicht der Dinge unzureichend. 
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gen Funktionen C°°(M) mit dem punktweise Produkt. Diese Algebra entspricht einer klassischen 
Observablenalgebra. 

Der Ubergang zu einer Quantentheorie geschieht indem man diese Algebra deformiert. Dies bedeu- 
tet das punktweise Produkt wird zu einem assoziativen, jedoch nicht mehr kommutativen Produkt, 
dem Sternprodukt der Form 

f*9 = fg + XCi{f,g) + X^C2{f,g) + ... 

Dabei bezeichnen wir A als den Deformationsparameter und Cn sind Bidifferentialoperatoren, die 
die Deformation „kodieren". Elemente in der deformierten Algebra sind damit formale Potenzreihen 
der Form 



n=0 



Das Produkt konnen wir als eine Storungsreihe in A auffassen. Unter dem klassischen Limes ver- 
stehen wir die Abbildung cl : / i— )• /o, was einem „Vergessen der Quantenkorrekturen" entspricht. 
Die Reihen bezeichnet man als formal, da es sich um ein algebraisches Konzept handelt, und der 
Parameter A erstmal ausschliefilich der Ordnung dient. Erst in einem weiteren Schritt, namlich in 
einem konvergenten Rahmen, wie er beispielsweise von 



Beiser 



20051 ] betrachtet wird, tritt an die 



Stelle des formalen Parameters eine reelle Zahl, das PLANCKsche Wirkungsquantum h. Ein anderer 
Zugang zu konvergenten S ternprodukten i st die strikte peformationsquantisi e rung. Dazu verweisen 
wir auf die Arbeiten von 



RiEFFEL 



2006^ und 



Becher 



2006!] 



19931 ]. 



Landsman 



19981 ]. 



BlELIAVSKY 



20021 ]. 



Heller et al. 



Der Vorteil des algebraischen Rahmens ist, dal3 man nicht iiber Konvergenz reden mufi, also kom- 
plett auf funktional-analytische Aspekte der Quantisierung verzichtet, und somit eine grofiere Klasse 
von Algebren betrachten kann. 

Bei der kanonischen Quantisierung ist das Bilden eines klassischen Limes weitaus diffiziler und oft 
ist es alles andere als trivial, einen Ubergang zum Makroskopischen zu finden. Ein einfaches Beispiel 
dafiir ist der Impulsoperator im Ortsraum Pi = f der bei „Vernachlassigung der Quantenkor- 
rekturen" nur die Null ware. 

Eine weitere Motivation, sich Sternprodukte anzusehen, ist die Tatsache, daB man auf samtlichen 
symplektischen sowie PoiSSON-Mannigfaltigkeiten Sternprodukte konstruieren kann. Dies bedeu- 
tet, daB man diese Raume im Rahmen der Deformationsquantisierung immer quantisieren kann. 
Die kanonische Quantisierung versagt hier insofern, als daB sie keineswegs mehr kanonisch ist, son- 
dern ad /loc-Losungen verlangt. Der offensichtl iche Nachteil der De formationsquantisierung liegt im 
Fehlen eines Spektralkalkiils. Zwar wurde in Bayen et ad 119771 ] eine Methode vorgestellt einige 
einfache Spektren zu berechnen, allerdings sind diese Ergebnisse alles andere als befriedigend. Bis 
heute gibt es (leider) keine sinnvolle Losung dieses Problems, da man konvergente Sternprodukte 
braucht und diese sehr schwierig zu behandeln sind. Dies liegt insbesondere daran, daB h eine di- 
mensionsbehaftete GroBe ist, deren Wert man durch andern der Einheiten beliebig manipulieren 
kann, und somit nicht „klein" im Sinne einer Storungsreihe ist. 
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MORITA-Theorie und PiCARD-Gruppoid 

Auch die MORITA-Aquivalenz erfreut sich einer wichtigen Anwendung in der Physik. Ein zentrales 
Objekt sowohl der klassischen Mechanik wie auch der Quantenmechanik ist die Observablenalgebra. 
Observablenalgebren sind *-Algebreii, das heii3t Algebren mit einer *-Involution. Im speziellen ist 
das der klassischen Mechanik eine Funktionenalgebra auf einem Phasenraum mit der komplexen 
Konjugation und in der Quantenmechanik sind es (beschrankte) adjungierbare Operatoren auf ei- 
nem HiLBERT-Raum. Bei der MORITA-Theorie setzt man Objekte einer Kategorie, den Algebren, 
zueinander in Beziehung indem man die Klasse der Morphismen, iiber die Algebramorphismen hin- 
aus, erweitert. Die Erweiterungen sind die sogenannte Aquivalenzbimoduln, und die Menge (oder 
Klasse) aller Aquivalenzbimoduln bezeichnet man dann als das PiCARD-Gruppoid. Das Picard- 
Gruppoid dient somit die MORITA-Aquivalenz auf eine elegante Art zu kodieren. Anders ausge- 
driickt bedeutet dies, dafi man mittels der MORITA-Aquivalenz Algebren klassifizieren kann. Dies 
spielt in der Physik aber eine wichtige Rolle, denn eine Eigenschaft von MORiTA-aquivalenten 
Objekten (also Algebren) ist, dai3 sie eine aquivalente Darstellunqstheorie haben. Dies spielt zum 



Beispiel in der axiomatischen Quantenfeldtheorie nach IHaag &: KastlerI |l964i | eine Rolle, bei 
der man Superauswahlregeln untersucht. Diese geben an wieviele irreduzible Darstellungen eine ge- 
gebene Observablenalgebra hat. Mit Hilfe der MORITA-Theorie kann man die Darstellungstheorie 
„komplizierter" Algebren auf die Darstellungstheorie besser verstandener zuriickfiihren. 
Eine mit der Darstellungstheorie von Sternproduktalgebren verbundene Anwendung der MORI- 
TA-Aquivalenz ist der DiRAC-Monopol. Betrachtet man Aquivalenzbimodul von Sternproduktal- 
gebren, so stellt sich die DiRACsche Quantisierungsbedingung fiir magnetische Monopole als eine 
Integralbedingung an die Klasse der beiden Sternprodukte heraus, und nur dann, wenn beide Stern- 



produktalgebren MORiTA-aquiva^ 
Ausfiihrung findet man z. B. in 



ent sind, ist diese I ntegralbedingung zu erfiillen. Eine detaillierte 



Waldmann 



2nn5bl . Section 7.3] und 



BuRSZTYN &: Waldmann 



2002, Section 4.2]. 



Hope- Algebren 

Im Zuge des Versuchs eine vereinheitlichende Theorie von Quantentheorie und Gravitation (Quan- 
tengravitation) zu formulieren, wurden in der Physik HOPF -Algebren, die man auch unter dem 
Begriff Quantengruppen findet, entwickelt und diskutiert. HOPF-Algebren stellen ein verallgemei- 
nerndes Konzept dar, um sich jenseits von Gruppen oder Lie- Algebren dem Begriff der Symmetrie 
zu nahern. Symmetrien spielen in der Physik an vielen Stellen eine wichtige Rolle. In der Festko rper- 
phys ik sind es diskrete Symmetrien, die beispielsweise Gitterstrukturen beschreiben (vgl. z. B. 



Lax 



20011 ]). Wir sind jedoch eher an kontinuierlichen Symmetrien interessiert, die sich in der Physik 



haufig in Form von LiE-Gruppen bzw. LiE-Algebren man ifestieren. Einige in der Physik auftre 



tende Beispiele sind zum einen Erhaltungsgrofien, die nach INoetherI |l918l ] einer Symmetrie ent- 
sprechen (Drehimpulserhaltung ^ Rotationsinvarianz, Impulserhaltung ^ Translationsinvarianz, 
Energieerhaltung ^ Homogenitat der Zeit, etc.) und zum anderen Eichtheorien oder das Standard- 
modell. Dafi Hope- Algebren in diesem Zusammenhang ein interessantes Konzept sind, spiegelt sich 
in der Tatsache wider, dafi sowohl die Gruppenalgebren von hiE-Gruppen als auch die universell 
Einhiillenden von hiE-Algebren HOPE-Algebren sind. Damit haben wir die beiden fiir die Physik 
wichtigen Falle mittels eines „universelleren Formalismus" abgedeckt, und uns zudem die Option 



X 
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auf allgemeinere Symmetrien ofFengelassen. 



Aufbau und Ergebnisse der Arbeit 

Die Arbeit ist in fiinf Kapitel sowie zwei Anhange eingeteilt. 

In Kapitel [T] wollen wir einen Uberblick tiber die MORITA-Theorie geben. Dabei werden wir - 
aufbauend auf einer fiir das Verstandnis wichtigen mathematischen Einleitung - die drei wichti- 
gen Auspragungen der MoRlTA-Theorie diskutieren. Zuerst die ringtheoretische Theorie, die zur 
Klassifizierung von Darstellungen von Ringen entwickelt wurde und geschichtlich die Grundlage 
fiir die spater entstandene * -M.OR1T A- Theorie beziehungsweise starke MORITA- T/ieorie bildet. Wir 
beschaftigen uns im wesentlichen mit den beiden letzteren, die beide eine MORITA-Theorie fiir 
*-Algebren darstellen. Damit klassifizieren sie eine fiir die Physik interessante Kategorie von Alge- 
bren, den Observablenalgebren. Das wichtige Ergebnis, dafi wir zur MORITA-Theorie beitragen, ist 
eine Erweiterung auf den i?-aquivarianten Fall, wobei H eine HoPF-*-Algebra ist. Die betrachte- 
ten *-Algebren tragen nun eine, durch die Wirkung einer HoPF-*-Algebra vorgegebene, Symmetrie. 
Wir haben herausgearbeitet wie und unter welchen Umstanden man diese i/-aquivariante MORITA- 
Theorie etablieren kann. 

Eine konzeptionelle Fortfiihrung des Kapitels [J bildet Kapitel ??. Dort beleuchten wir das Picard- 
Gruppoid bzw. die PiCARD-Gruppe naher. Auch hier interessiert uns insbesondere der //-aquivari- 
ante Fall. Das wahrscheinlich wichtigste Ergebnis der Arbeit ist die Untersuchung des Morphismus 
Pic^ — )• Pic vom ff-aquivarianten PiCARD-Gruppoid in das „gewohnliclie" PiCARD-Gruppoid. Wir 
untersuchen den Kern sowie das Bild der Abbildung, und sind in der Lage den Kern vollstandig 
zu charakterisieren und das Bild unter gewissem Umstanden angeben zu konnen. Den Kern der 
Abbildung Pic^^ — )• Pic zu verstehen ist in diesem Rahmen insofern ein sehr schones Ergebnis, da 
die Existenz eines fiir die MORITA-Aquivalenz notwendigen ff-aquivarianten Aquivalenzbimoduls 
ein Hebungs problem ist. Im allgeme inen ist dies an eine kohomologische Obstruktionen gebunden 



(siehe z. B. [GuiLLEMlN et al.ll2002l |l. Wir sind somit, mit den von uns entwickelten Techniken, 
in der Lage, anzugeben wie das ff-aquivariante PiCARD-Gruppoid aussieht. Das Bild der Abbil- 
dung Picjj —7- Pic konnen angeben, wenn es auf den jeweiligen *-Algebren Impulsabbildungen gibt. 
AnschlieBend betrachten wir ff-aquivariante MORITA-Invarianten, die wir durch die Wirkung ei- 
nes i?-aquivarianten PiCARD-Gruppoids charakterisieren wollen. Hier haben wir eine Formulierung 
mittels der Kategorientheorie angegeben, so daB die Struktur, die eine MORITA-Invariante auszeich- 
net, deutlich wird. Mit diesen Mittel formulieren wir einige wichtige Beispiele fiir i/-aquivariante 
MORITA-Theorie. 

In Kapitel E] ist es uns nun gelungen die ff-aquivariante MORITA-Aquivalenz von Algeren und die 
gewohnliche MORITA-Aquivalenz von sogenannten Cross-Produktalgebren in Beziehung zu setzen. 
Die Cross-Produktalgebra ist dabei eine *-Algebra mit den „Informationen" der *- Algebra und 
der HoPF-*-Algebra. Wie wir herausgearbeitet haben, ist der Ubergang von einer *-Algebra zur 
der korrespiiondierenden Cross-Produktalgebra funktoriell und liefert auf PiCARD-Gruppoidniveau 
einen Gruppoidmorphismus. AbschlieBen werden wir das Kapitel mit einem einfachen, jedoch in- 
struktiven Beispiel. 

In Kapitel [3] geben wir eine Einfiihrung in das Konzept der Sternprodukte. Ausgehend von der 
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Idee des Quantisierens geben wir eine Motivation, sich mit Sternprodukten auseinanderzusetzen. 
Dabei stellt ein flacher Phasenraum den einfachsten Fall dar, der die bekannten Sternproduk- 
te fiir den R,^" sowie den C" liefert. Aufbauend darauf axiomatisieren wir Sternprodukte im 



Sinne von Bayen et al 



1977l | und werden Sternprodukte fiir symplektische Mannigfaltigkeiten 



bzw. PoiSSON-Mannigfaltigkeiten definieren und deren wichtigste Eigenschaften erlautern, sowie 
grundlegende Definitionen angeben. Mit Hilfe der FEDOSOV-Konstruktion werden wir vorfiihren, 
wie man Sternprodukte auf beliebigen symplektischen Mannigfaltigkeiten mit einem symplektischen 
Zusammenhang konstruieren kann. Eine Erweiterung dieser Konstruktion wird uns zur Deforma- 
tion von Vektorbiindeln fiihren, die wir dazu noch in einem gruppeninvarianten Rahmen formulieren 
werden. Dies ist insofern interessant, da es ein erstes (sehr spezielles, aber wichtiges) Beispiel fiir 
die in Kapitel H] behandelte i7-aquivariante MORITA-Theorie von deformierten Algebren liefert. 
Kapitel m verbindet die Sternprodukte mit dem algebraischen Konzept einer HOPF-Wirkung. Wir 
definieren (rein algebraisch) iif-aquivariante Sternprodukte mit Hilfe von Impulsabbildungen. Die 
Formulierung unterscheidet sich insofern von bisherigen, da sie die Symmetrie durch eine HOPF- 
*-Algebra zulassen. A posteriori geben wir dann eine geeignete HoPF-*-Algebra an, so dafi die 
rein algebraische Formulierung in die altbekannte, geometrisch motivierte Definition iibergeht. Im 
weiteren fiihren wir deformierte Aquivalenzbimoduln ein, mit deren Hilfe wir MORITA-Aquivalenz 
von deformierten Algebren (und damit insbesondere von Sternprodukten) beschreiben konnen. 
Dariiber gelangen wir zum PiCARD-Gruppoid, dessen Objekte deformierte Algebren sind. Besonders 
interessant ist die klassische Limes- Abbildung, die auf PiCARD-Gruppoidniveau einen Morphismus 
in das „klassische" PiCARD-Gruppoid induziert. 

Die fiir die Arbeit relevanten mathematischen Grundlagen haben wir in einem Anhang zusammen- 
getragen. Diese gehen an mancher Stelle iiber das hinaus, was im Hauptteil der Arbeit gebraucht 
wird. 

In Anhang [X] findet man die algebraischen Grundlagen zu (geordneten) Ringen, formale Potenz- 
reihen, HoPF-*-Algebren, Cross-Produktalgebren, Verbanden und projektive Moduln. Insbesonde- 
re das Kapitel zu den Gruppen GL{H,A), GLo(-ff,.A), \J{H,A) und \Jo{H,A) sei dem Leser ans 
Herz gelegt, da diese in Kapitel ?? eine entscheidende Rolle spielen. In Anhang IA.5I sind ein paar 
geometrische Grundlagen zusammengestellt. Interessant, da sie iiber das normale Lehrbuchwis- 
sen hinausgehen, sind insbesondere die Kapitel iiber symplektische Geometric und G-invariante 
bzw. 0-invariante Zusammenhange. Am Ende der Arbeit findet sich ein Symbolverzeichnis und ein 
Personenindex, in dem wir alle namentlich erwahnten Personen aufgelistet haben. 



Kapitel 1 

MORITA-Aquivalenz 



1.1 Grundlagen zur MORITA-Theorie 

1.1.1 Pra-HlLBERT-Raume, *-Algebren und Positivitat 

Pra-HiLBERT-Raume 

Im folgenden wollen wir Pra-HiLBERT-Raume definieren, um spater das verallgemeinernde Konzept 
der Pra-HiLBERT-Moduln zu motivieren. Wir werden in dieser Arbeit eine leicht verallgemeinernde 
Version von Pra-HiLBERT-Raumen benotigen, da wir nicht ausschlieBlich Raume iiber C betrachten, 
sondern iiber einem Ring C. Dabei ist C = R(i) die komplexe Erweiterung des geordneten Rings 
R mit = —1. Diese Verallgemeinerung ist dadurch motiviert, daB wir uns spater mit formal 
deformierten Algebren, also insbesondere Sternprodukten, auseinandersetzen. Sternprodukte sind 
C[[A]]-lineare Abbildungen, und in diesem Formalismus konnen wir die Kategorie beibehalten, 
wenn wir iiber formale Potenzreihen reden wollen. Somit denken wir insbesondere an die Ringe 
R = R und R = 1R[[A]]. Es ist wichtig, daB der Ring R geordnet ist, damit wir das Konzept der 
Positivitat implementieren konnen. Eine detaillierte Einfiihrung in das Konzept von (geordneten) 
Ringen, sowie einfaclie und wichtige Beispiele haben wir in Kapitel lA.l.ll zusammengestellt. Eine 
weitere Motivation, weshalb wir bei der Definition von Pra-HiLBERT-Raumen den Ring C verwenden 
wollen, ist, daB man bei der herkommlichen Definition wie sie in Lehrbiichern zu finden ist, nur die 
„Ringeigenscliaften" des Korpers C braucht. Somit ist unsere Definition eine in gewisser Hinsicht 
sehr natiirliche. 

Definition 1.1.1 (Pra-HiLBERT-Raum). 

Sei ein C-Vektorraum mit einer Abbildung (•,•) : 'K x [K— t-C. Man nennt (•,•) ein inneres 
Produkt, falls die Abbildung (•, •) sesquilinear ist, d. h. fiir alle (j),ip,x ^ ^ und s,t £ C gilt 

i.) (0, sjj + tx) = s{4>, jj) + t{(t), x) , 

a.) = {iIj,4>)- 

Ein inneres Produkt heifit positiv semidefinit, falls ((/>, (j)) > und positiv definit, falls {(p, cp) > 
fiir alle 4> ^ 0. Ein Q-Vektorraum mit einem positiv definiten inneren Produkt heifit Pra-HlLBERT- 
Raum. 

Man nennt ein inneres Produkt nichtausgeartet, falls {(j), ^p) = fiir alle i/; G !K impliziert, dafi 
(j) = ist. Den Ausartungsraum von (•, •) bezeichnen wir mit 
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:K-L = {(j) £J{\{7P,(I)) =Ofur alle ^£'K}. (1.1.1) 

Ein positives inneres Produkt kann damit nicht ausgeartet sein. 

Ein wichtiges Handwerkszeug wird die CAUCHY-SCHWARZ-Ungleichung sein. 

Satz 1.1.2 (CAUCHY-SCHWARZ-Ungleichung). 

Sei "K ein C-Vektorraum mit positiv semidefinitem inneren Produkt (•, •), dann gilt 

V^) (V^, ,/))<(</),</.) (1.1.2) 

Beweis. Pe r Beweis von Satz 11.1.21 findet sich beispielsweise fiir den Fall C = C in 



Weidmann 



20001] Oder iL^d [19931. □ 



Korollar 1.1.3 (Quotientenraum eines semidefiniten inneren Produkts). 

Sei !K ein C-Vektorraum mit einem positiv semidefiniten inneren Produkt {■, •). Das durch 

m,m = {<p,^p) (1.1.3) 

fiir [(j)], [^] G [K/^K-*" definierte innere Produkt ist ein wohldefiniertes positiv definites inneres Pro- 
dukt, und 'K/'K^ wird zu einem Pra-HlLBERT-i?aum. 

Beweis. Das Korollar ist eine direkte Konsequenz der CAUCHY-SCHWARZ-Ungleichung. □ 
Bemerkung 1.1.4 (Formale Potenzreihen). 

Es kann vorkommen, dafi wir der Deutlichkeit halber auch von R[[A]] reden werden. Hiermit soil 
herausgestellt werden, daB es sich beim Ring R um eine formale Potenzreihe handelt. In gewisser 
Hinsicht ist diese Schreibweise tautologisch, da der Ring R an sich bereits eine formale Potenzreihe 
sein kann. 

Wir wollen nun die Kategorie der Prd-HiLBEKT-Rdume iiber einem Ring C definieren. Die Objekte 
sind natiirlich die Pra-HiLBERT-Ramne, jedoch miissen wir eine passende Wahl fiir die Morphismen 
treffen. Als geeignet werden sich die adjungierbaren Abbildungen zwischen Pra-HiLBERT-Raumen 
herausstellen. Motiviert ist dies durch den Satz von Hellinger-Toeplitz, der insbesondere in der 
Quantenmechanik seine Anwendung findet. 

Definition 1.1.5 (HiLBERT-Raum). 

Ein HiLBERT-Raum S) ist ein vollstandiger Pto-Hilbert -i?aum iiher dem Korper C 



Dabei bezeichen wir einen Raum als vollstandig, wenn jede CAUCHY-Folge konvergiert 



Weidmann 



20001 ]. 



Satz 1.1.6 (Satz von Hellinger-Toeplitz). 

Seien S)iund f)2 Hilbert -Raume iiber C, dann ist ein Operator A : Sji^S^2 genau dann adjun- 
gierhar, wenn A ein linearer und stetiger Operator ist. 



Beweis. Der Beweis findet sich in einschlagiger Literatur, z. B. in RuDlNill99ll . S. 117]. □ 
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Bemerkung 1.1.7 (Punktional-analytische Aspekte). 

Fiir einen tieferen Einblick in die funktional-analytis chen Aspekt, d. h. insbesondere des Spektral- 

kalki i ls von Operatoren a uf HiLBERT-Raumen, sei auf Werner||2002 : Rudin1Ii991 : Hirzebruch fc SCHARLAU 



1991 



GrossmannII1988| | verwiesen. Da wir im weiteren nicht an Spektren oder anderen funktional- 
analytischen Betrachtungen interessiert sind, werden wir uns ausschlieBlich mit Pra-HiLBERT- 
Raume beschaftigen. 

Die adjungierbaren Abbildung stellen somit eine besonders interessante Klasse von Morphismen 
dar. Dies verleitet uns zu der folgenden Definition. 

Definition 1.1.8 (Adjungierbare Abbildungen) . 

Seien Jii und 'K2 zwei Pra-HiLBERT-i?aume iiber C und A : !Ki — 7>IK2 eine Abbildung. Man nennt 
A adjungierbar, falls es eine Abbildung A* : ^K2— T-Jfi gibt, so daJJ 

{A<p,i;)^ = {4>,A*i;)^ (1.1.4) 

fiir alle (p £ und ip G 'K2. Man nennt A* die adjungierte Abbildung zu A, und die Menge aller 
adjungierbaren Abbildungen von "Ki nach 'K2 bezeichnen wir mit !B(5fi,5f2) bzw. mit 'B{!K) falls 
"Jii = 1X2 = 'J'C. 

Lemma 1.1.9 (Adjungierte Abbildungen). 

Seien A,B£ 'B('Ki,'K2) und C S 23(^25^3) C-lineare Abbildungen. Die adjungierten Abbildungen 
A*,B*,C* sind eindeutig bestimmte, C-lineare Abbildungen und es gilt: 

{aA + bB)* = aA* + bB*, {CAy=A*C*, (A*)* = A, (1.1.5) 

fiir alle a,b £ C. Ferner ist id = id* € !B(!K). 

Beweis. Die Linearitat sowie die Eindeutigkeit erhalt man aus der Nichtausgeartetheit des inneren 
Produkts, die restlichen Eigenschaften durch simples Nachrechnen. □ 

Damit gelangen wir zur Definition der Kategorie von Pra-HiLBERT-Raumen iiber einem Ring C. 

Definition 1.1.10 (Kategorie der Pra-HiLBERT-Raume). 

Die Kategorie PraHilbert(C) der Pra-HlLBEKT-Rdume iiber C = R(i) ist gegeben durch die Objekte, 
d. h. alle Prd-HlLBEKl-Rdume iiber dem Ring C, sowie die Morphismen zwischen den Objekten, 
die durch alle adjungierbaren Abbildungen zwischen je zwei Prd-HiLBEKT-Rdumen iiber C gegeben 
sind. 

Definition 1.1.11 (Operatoren vom Rang Eins). 

Seien !Ki und 'K2 Prd-HlLBET-Rdume und (j) £ IK2, ip G IKi, dann definiert man eine lineare 
Abbildung O,/,,^ : ^1 — )-3^2 durch 

&<i,,i)X = 4>{4^,x) (1.1.6) 

fiirx S 3^1- Man nennt O^,^ einen Operator vom Rang Eins. Linearkombinationen solcher Operato- 
ren nennt man Operatoren von endlichem Rang, deren Gesamtheit man mit 3"(5{i,5{2) bezeichnet. 
Analog zu den adjungierbaren Operatoren sei 3'{'K,!K) =: 3"(!K). 
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Proposition 1.1.12 (Operatoren von endlichem Rang). 

Seien 'Ki, 'K2 und ^{3 Prd-HlLBERT-Rdume iiber dem Ring C. Dann gilt 

i.) j(:Ki,:k2) c b(?{i,5{2). 

a.) Die Operatoradjungtion 

* : , 1X2) — y S (1X2 ) 

ist eine C-antilineare Bijektion mit 3'{!Ki,'K2)* = 3"(X2,Xi). 
Hi.) 'B{Ji2,^3) ■3'{^u^2) ^3'{^i,^3) und g"(X2,X3) • S(Xi,X:2) C J(Xi,5{3). 



Beweis. Ein Beweis hierzu findet sich beispielsweise in 



Waldmann 



2004b I ■ 



□ 



*-Algebren 

In diesem Kapitel werden wir das Konzept der *-Algebren einfiihren. Dabei wird schnell klar, daB 
dieses Konzept in der Physik an vielen Stellen Verwendung findet, wie man an den Beispielen 1 1 . 1 . 1 5l 
sieht. Mittels der *-Algebren konnen wir positive Funktionale definieren, denen eine ebenso wichtige 
Rolle zukommt, da sie die mathematische Beschreibung von Zustanden in der Physik entsprechen. 

Definition 1.1.13 (*-Algebra). 

Sei (yi, •) eine assoziative Algebra iiber dem Ring C. Man nennt eine Algebra A eine *-Algebra, 
falls sie mit einem antilinearen Antiautomorphismus * : A^A ausgestattet ist, so dafi 

{a*y = a, {a-by = b*-a*, (1.1.7) 

fiir alle a,b & A. Ist die Algebra mit einem Einselement 1^ ausgestattet, so gilt zusdtzlich (Ia)* = 
1a- Wir bezeichnen die *-Algebra mit (A, ■,* ), bzw. wenn keine Verwechslung mdglich ist nur mit 
A und unterdriicken wie gewdhnlich die Verkniipfung und die Involution. 

Definition 1.1.14 (Kategorie der *-Algebren). 

Ein Morphismus von * -Algebren ist ein Algebramorphismus (f) : A^'B fiir den zusdtzlich (pia*) = 
(j){a)* gilt. Auf diesem Wege erhdlt man die Kategorie der *-Algebren (mit Einselement) iiber C, 
die man mit *alg(C) (bzw. *A\g{C)) bezeichnet. 

Wie wichtig *-Algebren sind, werden wir an den folgenden Beispielen illustrieren. 

Beispiele 1.1.15 (*- Algebren). 

i.) Der Ring C ist auf natiirliche Weise eine *-Algebra mit Einselement iiber sich selbst. Die 

*-Involution ist die komplexe Konjugation z z* ='z. 
a.) Fiir jeden Pra-HlLBERT-Raum IK bilden die adjungierbaren Operatoren S(IK) eine *-Algebra. 
Die Involution ist durch Adjungieren gegeben, und 3"(IK) ist ein *-Ideal, wie wir bereits in 
Proposition 11.1.121 herausgestellt haben. 
Hi.) Die Algebra 3"(!H) ist auf natiirliche Weise eine *-Algebra (siehe [L1.12p . Sie besitzt i. a. kein 
Einselement. 

iv.) Die n x n-Matrizen iiber einem Ring C bilden die *-Algebra M„(C). Die Verkniipfung ist die 
iibliche Matrixmultiplikation und die *-Involution ist durch (zij)* = {'zji) gegeben. Ferner gilt 
MniQ ^ S(C") ^ :r(C"). 
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V.) Sind A und 23 zwei *-Algebreii, so ist auch Af^Ti eine *-Algebra. Die Involution der einzelnen 
Tensorfaktoren geschieht argumentweise (a (8) 6)* = a* (8) die Multiplikation ist kanonisch 
(a b){a' (gi 6') = aa' 66', und beide Strukturen sind konsistent. 

vi. ) Ist die Algebra A eine *-Algebra, dann ist auch Mn{A) := A (S> Mn{C) eine *-Algebra. 

vii. ) Sei M eine nichtkompakte Mannigfaltigkeit. Die Algebra C^{M), der komplexen Funktionen 

mit kompaktem Trager auf M mit der punktweisen komplexen Konjugation Cq°{M) 9 / i— >• 
f* = f bilden eine kommutative *-Algebra, die allerdings kein Einselement besitzt. 

viii. ) Die Algebra eines HERMiTEschen Sternprodukts {C°°{M) [[A]],*~) auf einer PoiSSON-Man- 

nigfaltigkeit M ist eine *- Algebra mit Einselement iiber dem Ring C = C[[A]]. Die Involution 
ist durch die gewohnliche komplexe Konjugation gegeben, (/ -kg)* = fkg = 'g-kf = g*-k f*. 
(wir werden spater noch konkreter auf dieses Beispiel eingehen und verweisen auf Definitionen 
[3X81 und i:i4. 111) . 

ix.) Ein fiir diese Arbeit wichtiges Beispiel sind die Cross-Produktalgebren, die wir spater detailliert 
einfiihren werden. Dabei sei A eine *-Algebra und H eine HoPF-*-Algebra mit einer *-Wirkung 
> auf A. Die Algebra AyiH mit der Multiplikation 

(a (8 /i) • {a' h') := a{h(^i) ;> a) /i(2)/i' 

und der *-Involution {a®h)* := h*^s^\>a* ^h*^) bilden eine *-Algebra mit dem Einselement 1^® 
Ijj. Eine ausfiihrliche Beschreibung, sowie Verweise auf geeignete Literatur sind in Kapitel P\-3l 
zu finden. 



Positivitat 

Definition 1.1.16 (Positives Funktional und Zustand). 

Sei A eine * -Algebra iiber einem Ring C. Man hezeichnet ein lineares Funktional u : A^C als 
positiv, falls u}(a*a) > fiir alle a & A ist. Ein positives Funktional fiir das zusdtzlich uj{lji) = Iq 
gilt bezeichnet man als Zustand. 

Bemerkungen 1.1.17 (Positives Funktional und Zustand). 

i.) Die Definition 11.1.161 schliefit auch deformierte Algebren, d. h. insbesondere Sternprodukte, 
ein. Im Fall von Sternprodukten wird ein Funktional oj (D[ [A]] -linear und nimmt Werte in 
C[[A]] an. Elemente in dem Ring R = 1R[[A]] sind genau dann positiv, wenn der erste nicht- 
verschwindende Term positiv ist, d. h. ein Element 

oo 

R3r= A"r„ (1.1.8) 

n=no 

ist genau dann positiv, wenn r^^ > im Sinne von Definition lA.l.Sl 
a.) Wie wir unter den Beispielen 11.1.15] gesehen haben, sind nicht alle interessanten *-Algebren 
mit einem Einselement ausgestattet. Daher kann man in einigen Fallen nicht von Zustanden 
reden. Im wesentlichen werden wir uns auf *-Algebren mit einem Einselement beschranken. 
Bei *-Algebra mit Einselement iiber einem Ring C = C, der sogar ein Korper ist, kann man 
durch Normierung aus einem linearen Funktional einen Zustand gewinnen. 
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Lemma 1.1.18 (CAUCHY-SCHWARZ-Ungleichung fur positive Funktionale) . 

Sei A eine * -Algebra und uj : A^C ein lineares positives Funktional, dann gilt 

i.) Lo{a*b) = uj{b*a). Besitzt die Algebra ein Einselement 1^ G A, so ist insbesondere u^a*) = 

uj{a) und aus = folgt uj = 0. 

a.) u){a*b)u){a*b) < uj{a*a)uj{b*b) . 

Mit Hilfe der linearen positiven Funktionale sind wir nun in der Lage positive Algebraelemente zu 
definieren. 

Definition 1.1.19 (Positive Algebraelemente ~ die Mengen A^ und 

Sei A eine * -Algebra iiber dem Ring C. Man bezeichnet ein Element a £ A als positiv, falls uj{a) > 
fiir jedes beliebige positive Funktional oj : A^C. Die Menge aller dieser Elemente sei mit A'^ 
bezeichnet: 

A'^ = {a £ A \ io{a) > fiir alle positiven to} . (1.1.9) 

Ferner definiert man 

A++ = |a G A a = Yl'^i-i mitO< pi£R und h, e A^ (1.1.10) 

Es liegt nah, positive Abbildungen zu betrachten, die positive Elemente einer *-Algebra auf positive 
Elemente einer weiteren *-Algebra abbilden. 

Definition 1.1.20 (Positive und vollstandig positive Abbildungen). 

Seien A und S * -Algebren. Man bezeichnet eine lineare Abbildung <I> : 71— t-B als positiv, wenn fiir 
alle a G A'^ gilt $(a) G 23+ . Ferner nennt man $ vollstandig positiv, wenn die komponentenweise 
Erweiterung auf <I> : Mn{A) — t- M„,(23) positiv fiir alle n G N ist. 

Bemerkungen 1.1.21. 

i.) Offensichtlich ist A'^^ C A'^, da wir aufgrund der Linearitat von u jedes Element a G A'^^ 
schreiben konnen als 

u;{a)=uj(j2^(3ib*bi^ = J]^a;(6*6,) > 0. (1.1.11) 

* >o >o 

Es kann jedoch Elemente in A~^ geben, die sich nicht als positive Linearkombination von 
Quadraten schreiben lassen. 
a.) Bei C*-Algebren ist A~^ = A^^, da jedes positive Element in einer C*-Algebra ei ne eindeutige 



Wurzel besitzt, so dafi a = (^/ a)^ geschrieben werd en kann. Wir verweisen auf 



Kadison fc RiNGROSElll997al . Ibl: ILandsmanII1998 |. 



Sakai 



1971 



1.1.2 Pra-HlLBERT-Moduln und Darstellungen 

Wir wollen nun eine Verallgemeinerung des Konzepts der Pra-HiLBERT-Raume darlegen, die Prd- 
HiLBERT -Moduln. Diese werden bei der Klassifikation von Algebren mit Hilfe der MORITA-Theorie 
ein wichtiges Werkzeug sein. 
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Definition 1.1.22 (Innerer Produktmodul und Pra-HlLBERT Modul). 

Sei D eine * -Algebra iiber dem Ring C. Ein innerer Produktmodul ist ein T>-Rechtsmodul mit einem 
inneren Produkt 

(•,-)^ : X ^Kd^D, (1.1.12) 

mit den folgenden Eigenschaften. 

i.) Das innere Produkt {■, ■)rj^ ist C-sesquilinear, d. h. linear im zweiten Argument und antilinear 

im ersten, so dafi {x, ry + sz)^, = r{x, y)^ + s(x, z)^ fiir alle x,y,z £ JC^ und alle r,s G C. 
a.) {x, y)^ = {y, x)^ fiir alle x,y eJi-B 

Hi.) Das innere Produkt ist T) -rechtslinear {x,y ■ d)q^ = {x,y)^d fiir alle x,y G iKj) und d £ T). 
iv.) Das innere Produkt {■, ist nichtausgeartet, das heifit fiir {x, = {y, ist x = y, und aus 
{x, = folgt X = 0. 

Ferner spricht man von einem Pra-HlLBERT-Modul, wenn zusdtzlich noch die folgende Bedingung 
erfiillt ist: 

V.) Das innere Produkt (•, ist vollstdndig positiv. Dies bedeutet, dafi fiir alle n G N und alle 
xi,X2, ■ ■ ■ ,Xn £ die Matrix {{xi,Xj)^) £ M„(D)+ ist. 

Definition 1.1.23 (Vollheit eines inneren Produkts). 

Sei D eine * -Algebra iiber dem Ring C und : '^d ^ ~^ 25 ein "D-wertiges inneres Produkt. 

Man nennt das innere Produkt voll, falls die C-lineare Hiille des inneren Produkts die ganze Algebra 
aufspannt, d. h. 

C-span {(x,y)23 \fiir x,y £ JCd} = D. (1.1.13) 

Nicht alle Algebren sind als Hilfsalgebren geeignet, daher wollen wir definieren, wann eine Algebra 
T) fiir unsere Zwecke zuldssig ist. 

Definition 1.1.24 (Zulassige Algebra D). 

Man nennt eine Algebra T> zulassig, falls fiir jeden Prd-HiLBERT -Modul "Kd das innere Produkt 
positiv definit ist, d. h. fiir {x, x)^^ = ist x = 0. 

Bemerkungen 1.1.25 (Innerer Produktmodul und Pra-HlLBERT-Modul) . 

i.) Die Definition fiir einen inneren Produktmodul oder einen Pra-HiLBERT S-Linksmoduln 
mit einem C-sesquilinearen inneren Produkt ^{-j ■) : ■^'K x ^ 'B verlauft analog. Allerdings 
ist ein solches inneres Produkt C-linear im ersten Argument und mit einer Linksmultiplikation 
von 23 vertraglich, so dafi die folgenden Bedingungen gelten ^{rx + sy, z) = r^{x, z) + s-g(y, z) 
und 3(6 ■ x,y) = b^{x, y) fiir alle b £ 'B, x,y, z £ ^"K und r,s £ C. 
a.) Fiir den Fall D = C geht die Definition 11.1.221 in die eines Pra-HiLBERT-Raums (Definition 
ll.l.ip iiber. Einen Beweis fiir die yollstandige Positivitat des inneren Produkts (•, •)(- fiir Pra- 



HiLBERT-Raume findet man in 



BuRSZTYN &: WaldmannI boOlbl . App. A]. Es stellt sich 



heraus, dafi vollstandige Positivitat dort bereits aus der Positivitat von (•, ■)(- folgt. 
Hi.) Definition 11.1.221 verallgemeinert desweiteren HiLBERT-Moduln iiber C*-Algebren, wie sie in 



Lance 



1995>] behandelt werden. Die yollstandige Positivitat ist auch hier eine direkte Folge 



der Positivitat des inneren Produkts LanceII1995I . Lemma 4.2] 
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iv.) Die Definitionen zu adjungierbaren Abbildungen und Operatoren endlichen Rangs sind iden- 
tisch zu denen in Kapitel 11.1.11 Insbesondere sind die bei Pra-HiLBERT-Moduln die adjun- 
gierbaren Abbildung eindeutig, und es gilt fiir alle A G 23 (^Kd) Lemma 11.1.91 was an der 
Nichtausgeartetheit des inneren Produkts liegt. 
V.) Eine Hilfsalgebra D ist immer dann zulassig, wenn es geniigend viele positive lineare Funktio- 
nale w : D— ^ C gibt, so daiB fiir HERMiTEsche Elemente d = d* ein Funktional (jj{d) / 
existiert und d + d = ist, folgt dafi d = ist. 

Beispiel 1.1.26 (HERMlTEsches Vektorbiindel) . 

Ein wichtiges Beispiel fiir die Pra-HiLBERT-Moduln kommt aus der Differentialgeometrie. Sei E 
M ein komplexes Vektorbiindel mit einer HERMiTEschen Fasermetrik h, dann ist der C°°(M)- 
Rechtsmodul r°° (-^)c°°(A/) "i^™ inneren Produkt {s,s'){x) := h^{s{x), s' (x)) mit x G M und 
s, s' G r°° {E) ein Pra-HiLBERT-Modul. Die adjungierbaren Abbildungen sind die Schnitte im En- 
domorphismenbiindel S(r°° (-E')c°o(m)) = (End(£')) mit der kanonischen Wirkung auf T°° (E). 
Die *-Involution wird durch die Fasermetrik h induziert. 

Definition 1.1.27 (*-Darstellung einer *- Algebra). 

Seien A und T> * -Algebren iiber dem Ring C, und "K-j) ein Prd-HiLBERT-Modul. Eine *-Darstellung 
(Ji'j),Tr) ist das Paar bestehend aus einem Pra-HlLBERT-Modu/ !Kd und einem * -Homomorphismus 
vr : yi — 7- !B(!Kd), d. h. es gilt fiir alle a,b G A 
i.) 'ir{ab) = iT{a)TT{b), 
a.) iT{a*) = 7r(a)*. 

Man bezeichnet eine * -Darstellung {'Kx),7r) ferner als stark nichtausgeartet, wenn 



Damit wird zu einem (23(;Kd), D)-Bimodul (vgl. Bemerkungen [r.l.37p . Eine *-Darstellung 
(IK'DjVr) ist immer stark nichtausgeartet, falls die dargestellte *-Algebra A ein Einselement l^i S ^1 
besitzt, da vr(l^) = idj^,^. 

Definition 1.1.28 (Verschrankungsoperator (Intertwiner)). 

Seien (!KD,7r) und {'X'j),p) zwei * -Darstellungen einer * -Algebra A, so bezeichnet man eine Abbil- 
dung T G 23(3^1), Xd) als Verschrankungsoperator oder Intertwiner, falls 



fiir alle a G A ist. 

Definition 1.1.29 (Kategorie der *-Darstellungen auf Pra-HiLBERT-Moduln). 

Man bezeichnet die Kategorie der * -Darstellungen der * -Algebra A auf inneren Produkt T)-Rechts- 
modul mit *-moA-B{A). Die Objekte sind die * -Darstellungen und die Morphismen die Verschrdn- 
kungsoperatoren. Ferner bezeichnet man die Unterkategorie der * -Darstellungen au/ Pro-HiLBERT- 
Moduln mit *-rep,j^{A). Sind die * -Darstellungen aufierdem noch stark nichtausgeartet, so werden 
die Kategorien mit *-ModB(^) bzw. *-R&p^{A) bezeichnet. 



(1.1.14) 



Tn^a) = p{a)T 



(1.1.15) 
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1.1.3 Moduln und Bimoduln 

Da fiir die MORITA-Theorie die Bimoduln eine wichtige Rolle spielen werden, werden wir die wich- 
tigen Definitionen kurz zusammenfassen. 

Definition 1.1.30 (Kategorien der R-Moduln). 

Sei R ein Ring. Man bezeichnet die Kategorie der R-Linksmoduln niit R-mod und die Kategorie 
der R-Rechtsmoduln mit mod-R. Die Objekte der Kategorie sind die Moduln, die Morphismen die 
Modulmorphismen, 

T-.rE^rE,', rEb x^T{x) £ rE,', (1.1.16) 

so dafi T{r ■ x) = r ■ T(x) fiir alle r G R und alle x G r£ ist. Fiir R-Rechtsmoduln ist die Definition 
analog. Kurz schreiben wir 

R-mod = {r£ I r£ ist R-Linksmodul} und mod- R = {£r | £r ist R-Rechtsmodul} . (1.1.17) 

Gilt zusatzlich, dafi R • r£ = r£ hzw. £r • R = £r so bezeichnet man die Kategorien mit R-Mod 
bzw. Mod-R. Analog definiert man fiir eine gegebene Algebra A die Kategorien yi-mod, yi-Mod, 
mod-^l und Mod-^l. 

Bemerkung 1.1.31 (Kategorie der R-Moduln und yi-Moduln). 

Im Fall von Ringen sind die Definitionen von R-Mod bzw. Mod- R tautologisch, da in unserer Defi- 
nition |A?Ll]jeder Ring ein Einselement besitzt und damit jeder R-Modul entweder in R-Mod oder 
VIod- R ist. In der Literatur wird jedoch nicht immer gefordert, daB 1r G R ist (vgl. beispielsweise 



GERRITZENlll994i |). 

Fiir Tl-Moduln ist diese Unterscheidung jedoch wichtig, da es wichtige Beispiele fiir Algebren 
ohne Einselement gibt (vgl. Beispiele ll.l.lSp . Beschrankt man sich auf d ie Kategorien .A- Mod 
bzw. Mod- A, so umgeht man technische Schwierigkeiten, die beispielsweise in 



BURSZTYN WALDMANN 



2003( 1 beleuchtet werden. 



Definition 1.1.32 (Bimodul). 

Seien A und 25 Algebren iiber einem Ring C. Man bezeichnet einen A-Rechtsmodul Eji G Mod-^l, 
der gleichzeitig ein 'B-Linksmodul -^E G 23-Mod ist als (23,yi)-Bimodul -bEji, falls zusatzlich die 
Bedingung 

{b- x) ■ a = b- {x ■ a) (1.1.18) 
fiir alle a G ^1 sowie b £ "B und x £ ^Eji erfiiUt ist. 
Bemerkung 1.1.33 (Bimodul). 

Wir haben bei der Definition bewuf^t die Kategorien Mod-^l bzw. 23-Mod gewahlt um „pathologi- 
sche" Bimoduln auszuschlief^en. Sind die Algebren mit einem Einselement ausgestattet, so mochten 
wir insbesondere die Eigenschaften 1^ ■ x = x und x ■ Iji = x fiir alle x G s£yi- 

Fiir die spater behandelte *- bzw. starke MORITA-Aquivalenz werden sich Bimoduln fiir *-Algebren 
iiber dem Ring C, die zudem mit zwei inneren Produkten ausgestattet sind, als besonders niitzlich 
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herausstellen. Daher wollen wir Bimoduln -bS-a betrachten, die mit einem !B-wertigen sowie einem 
yi-wertigen inneren Produkt ausgestattet sind, und diese mit (sSyi,^ (•,•),(•, bezeichnen. Wir 
werden ferner fordern, daB diese inneren Produkte mit den Modulstrukturen und miteinander 
vertraglich sind. 

Definition 1.1.34 (Bimodulmorphismus). 

Seien A,'B zwei Algebren uber dem Ring C und sS-a sowie zwei CB, A) -Bimoduln. Man nennt 
die Abbildung 

T : s£yi 9 X ^ T{x) G s£'a (1.1.19) 

einen Bimodulmorphismus, falls fiir alle Elemente x G ^Syi; o-H^ b G "B und a G A 

T{b- X ■ a) = b-T{x) ■ a (1.1.20) 

gilt. Desweiteren nennt man den Bimodulmorphismus isometrisch, falls die Algebren A und S *- 
Algebren sind und fiir die inneren Produkte 

{T{x),T{y)f = {x,yf (1.1.21) 

gilt. 

Definition 1.1.35 (Kompatibilitat Bimodul). 

Seien A undB * -Algebren und sei weiter •s&ji ein ("B, A) -Bimodul mit A-wertigem inneren Produkt, 
dann nennt man das innere Produkt kompatibel oder vertraglich mit der S-Linksmodulstruktur, 
falls 

{b-x,y)j, = {x,b*.y)j, (1.1.22) 

fiir alle 6 E B und alle x,y G sSyi- Analog ist die A-Rechtswirkung kompatibel mit einem "B-wertigen 
inneren Produkt falls 

y • a) =3 (x • a*,y) (1.1.23) 

fiir alle a £ A und alle x,y S 'b^a- 

Sei nun ein (S,yi)-Bimodul •bS^a ™it einem S-wertigen und einem Tl-wertigen inneren Produkt 
ausgestattet, so sind die beiden inneren Produkte a priori vollig unabhangig voneinander. Wir 
benotigen spater jedoch eine Vertraghchkeit der beiden inneren Produkte. 

Definition 1.1.36 (Vertraghchkeit der inneren Produkte). 

Gegeben ein Bimodul (s£yi,5(-, •), (•, ■)a)- Man nennt die beiden inneren Produkte kompatibel oder 
vertraglich, falls fiir alle x,y, z G 

^{x,y) ■ z = x- {y,z)j^ (1.1.24) 

gilt. 

Bemerkung 1.1.37. 

Sei {'Kxi,Tr) eine *-Darstellung der *-Algebra A, so ist JC^j auf kanonische Weise ein Bimodul, da 
!B(IKd) von links auf wirkt und zu einem (23(!K2)), !D)-Bimodul macht. Das innere 

Produkt ist per Definition 11.1.81 kompatibel mit der 2(3^1) )-Linksmodulstruktur. 
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1.1.4 Tensorprodukte und RiEFFEL-Induktion von *-Darstellungen 



Ziel dieses Kapitels ist es eine n Funktor zwisch en zwei Kategorien von *-Darstellungen anzugeben. 
Die folgenden Ideen gehe n auf Rieffel 1974a , 3l zuriick. Die Darstellung dieses Kapitels orientiert 



BuRSZTYN fc WaldmannII2003 |. 



sich im wesentlichen an 

Gegeben zwei *-Algebren A und "B iiber einem Ring C. Sei (iK^, (•, ein S-Rechtsmodul mit einem 
S-wertigen inneren Produkt und (sfiyi, (•, ein Bimodul mit einem yi-wertigen inneren Produkt, 
das kompatibel mit der 23-Linkswirkung ist. Wir betrachten nun das Tensorprodukt JC^ 
liber der Algebra "B. 

Lemma 1.1.38 (Inneres Produkt auf JC^ f^s sSyi)- 

Auf dem Tensorprodukt JC^ -z^a existiert ein wohldefiniertes A-wertiges inneres Produkt via 



{xi (»B yi,x2 (»s 2/2)1®"^ := {yi, {xi,x2)^ ■ y2)\ 
fiir alle xi,X2 € iK^ undyi,y2 G sfiyi- 



(1.1.25) 



Beweis. Da wir bisher keine Forderungen beziiglich Positivitat oder Ausgeartetheit an die inne^ 
ren Produkte gestellt haben, miissen lediglich C-Sesquilinearitat, die Kompatibilitat mit der A^ 
Rechtsmodulstruktur und das Verhalten unter der *-Involution gepriift we rden. Das innere Produ kt 
ist jedoch so konstruiert, dafi di ese Forderungen erfiillt sind, vergleiche 
BuRSZTYN &: WaldmannI|2003 1. 



Rieffel 



1972 



1974bl . Q; 
□ 



Definition 1.1.39 (Ausartungsraum von (S)® -b^a)- 

Wir bezeichnen den Ausartungsraum von "K^^ 0-3 'b&a beziiglich des inneren Produktes {■, •)^®'' mit 
(JCs ®.Bs£^)^. 

Auf dem Quotienten (^K^ s£yi)/(^s "X"® sSyt)"*" existiert nun ein induziertes, nichtausgeartetes 
inneres Produkt, das wir ebenfalls mit (•, •)^®^ bezeichnen. Damit sind wir nun in der Lage das 
innere Tensorprodukt zu definieren. 

Definition 1.1.40 (Inneres Tensorprodukt (X"). 

Seien ("K-^ , {■ , ■)rg) ein B-Rechtsmodul und {■b&Aj {'i ')a.) ^^^^ ^^'^ "B-Linkswirkung kompatibler 
Bimodul mit einem A-wertigen inneren Produkt, so definiert man das innere Tensorprodukt 
liber der Algebra B von (Ji'z, (•, •)^) und (s£yi, (■, mittels 



(1.1.26) 



Bemerkung 1.1.41 (Ausartungsraume bei innerem Tensorprodukt). 

Sei nun s£yi ein Bimodul mit einem yi-wertigem und einem S-wertigen inneren Produkt, so ist 
erstmal nicht eindeutig, welchen Ausartungsraum man herausteilen muB. Sind die beiden inneren 
Produkte kompatibel (Gleichung (jl.l.24p ). so sind beide Ausartungsraume identisch. Fiir die *- und 
starke MORITA-Aquivalenz sind genau diese Bimoduln von Interesse. Wir werden daher (8) statt (8) 
verwenden, wenn wir ausdriicken wollen, daB zwei kompatible innere Produkte involviert sind. Die 
funktoriellen Eigenschaften von (8) und (8) unterscheiden sich nicht. 
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Lemma 1.1.42 (Kanonische Linkswirkung bei innerem Tensor pro dukt). 

Seien A, S und C * -Algebren iiher dem Ring C, und (e^C^, (•, ■)rg) bzw. (sSyii ("i sind mit der 
jeweiligen Linkswirkung vertragliche Bimoduln mit innerem Produkt, dann hat e^s ^-b s£yi sine 
kanonische, mit dem inneren Produkt {■■,-)^'^^ vertragliche Q- Linkswirkung. 

Beweis. Der Beweis ist eine einfache Rechnung. Sei nun c € C, xi,X2 G e^s und yi,?/2 £ 
dann gilt 



{yi,{c- xi,X2)^ ■ 



{yi, {xi,c* • X2)s • y2)^ 



A 



(Xi (g)B 2/1, (c* • X2) 0B y2)A 

(xi (g)B 2/1, c* • (x2 <^B 2/2))!®^ 



□ 



Lemma 1.1.43 (Assoziativitat von (g)). 

Seien {'K'2,, {■, ein'B-Rechtsmodul und {■b^a,'b{'^ ') A'^ ')a) {A^'cjii', ■) A'^ ')e) niit der jewei- 
ligen Linkswirkung kompatible Bimoduln, so existiert ein natiirlicher isometrischer Isomorphismus, 
so dafi (8> assoziativ wird: 

(J{25 §B s£^) aS'c = ^B i-B^A A^'e) ■ (1.1.27) 

Beweis. Die Assoziativitat wird durch die Assoziativitat des algebraischen Tensorprodukts indu- 
ziert. Die Isometrie der inneren Produkte ist eine einfache Rechnung. □ 

Lemma 1.1.44 (Vertraghchkeit von (S> mit Morphismen) . 

Seien die Bimoduln (s£yi, (•, (•, und {ji3'q, {■, gegeben, wobei die 

Linkswirkung jeweils kompatibel mit den inneren Produkten sei. Ferner seien S G B(s£yi, s£'yi) 
und T G S(yi3"e, Das algebraische Tensorprodukt S T induziert einen wohldefinierten Bi- 

modulmorphismus S®jiT : ■B^A®AA'3^e^T>^'A®AA'3^'e- Das Adjungieren erfolgt komponentenweise 
und falls S und T isometrisch sind, dann ist es auch S T. 

Eine wichtige Prage fiir das weitere Vorg ehen ist nun, ob das innere Tenso rprodukt voUstandig 



positive innere Produkte erhalt. Wie von IBursztyn &: Waldmanni 2003l | gezeigt, ist dies der 
Fall. 



Satz 1.1.45 f fBuRSZTYN fc WaldmannII2003I . Thm. 4.7]). 

Sei ex's , {' y ')'b) 6^^^ 'B-Rechtsmodul und (s£yi, (•, •)yi) ein {'B,A)-Bimodul, und beide inneren Pro- 
dukte seien voUstandig positiv nach Definition 22[ dann ist das innere Produkt {■, •)^®^ auf 
"^s b£a auch voUstandig positiv. 

Mittels (gi haben wir somit fiir feste *-Algebren A, 23 und C einen Punktor zwischen den Kategorien 
der Moduln 



-modB(e) X *-mod^(S)^ *-mod^(e). (1.1.28) 
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gefunden. Im Fall von *-Algebren mit Einselement sind die Kategorien *-mod(-) durch *-Mod(-) 
zu ersetzen. Wegen Satz 11.1.451 ist auch fiir die Kategorien der *-Darstellungen ein Funktor in 
dem Sinne, dafi 



-repje)x *-rep^(B)^*-rep^(e). 



(1.1.29) 



Auch liier sind die Kategorien *-rep(-) durch *-Rep(-) zu ersetzen, falls die *-Algebren dies zulassen, 
sprich ein Einselement besitzen. Die beiden wichtigen Beispiele fiir das innere Tensorprodukt sind 
die HiEFFEL-Induktion und der Wechsel der Basisalgebra, die wir uns im folgenden ansehen wollen. 



Kassel 



19951]). 



Definition 1.1.46 (Natiirliche Transformation, 
Seien F, G : A — t- B zwei Funktoren. Eine natiirlichen Transformation / ist eine Familie von Mor- 
phismen von F nach G (man schreibt I : F^G), indiziert durch die Elemente der Kategorie A, 
so dafi fiir jeden Morphismus Morph(A) B f : A^A' mit A, A' £ Obj(A) das folgende Diagramm 
kommutiert: 

1(A) 

F{A) > G{A) 



F{f) 



G{f) 



(1.1.30) 



FiA')^GiA'). 

Ist weiter I{A) ein Isomorphismus von B, so nennt man I : F ^G einen natiirlichen Isomorphis- 
mus. 

Beispiele 1.1.47 (RiEFFEL-Induktion, Wechsel der Basisalgebra). 

Seien A, S und D, V *-Algebren iiber einem Ring C. Desweiteren sei sSyi G *-rep^(!B) und 
G *-repi,,(D). 
i.) Wir bezeichnen den Funktor 



Re = ■ ■■ *-repM *-repB(S) 

als UlEFFEL-Induktion. Dies bedeutet, auf einem Objekt der Kategorie gilt 

Angewendet auf einen Morphismus ergibt sich 

R,(T) = idg^T, 

fur T £ S(J{,:K'). 

a.) Analog dazu kann man die Basisalgebra wechseln und den folgenden Funktor 

Sg = • d9d' : *-repB(yi) *-rep^,{A) 



(1.1.31) 



(1.1.32) 



angeben. Angewendet auf ein Objekt bedeutet dies Sg(yi£x)) = a^d v9v und auf einen 
Morphismus Sg(r) = T id. 
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Aufgrund von Lemma ll. 1.431 kommut ier en die beiden Funktoren und Sg bis auf eine natiirliche 
Transformation, so dafi RgoSg = SgoRg, was gleichbedeutend mit der Kommutativitat des folgenden 
Diagramms ist: 



-rep^(S) 



Sg 



Ss 



-rep^,(S). 



Bemerkung 1.1.48 (RiEFFEL-Induktion Notation). 

Manchmal ist es zweckmaiBig, die Notation der RiEFFEL-Induktion nicht zu formal zu schreiben. 
Gegeben eine Darstellung (JCd, tt), so bezeichnen wir auch kurz vr als Darstellung. Dementsprechend 
verstehen wir unter R£(7r) die Darstellung, die wir durch Anwenden der RiEFFEL-Induktion gemafi 
Beispiel 1 1 . 1 . 471 auf (!KD,7r) erhalten. Ein Anwenden von Rg auf vr als Homomorphismus ist folglich 
nicht definiert. 



1.2 MORITA-Aquivalenz 

In diesem Kapitel werden wir einen kurzen Uberbli ck zu den Ideen der MORITA-Theorie geben 
Fiir einen ausgiebigen Uberblick verweisen wir auf 



Lam 



MORITA 



1999l | fiir die ringtheoret ischen MORIT A- A quivalenza ui 



19581: 



Ara 



Bass 



1999I. 



1968 



Jacobson 



1989 



2000|, der die *-MoRlTA- 



Aquivalenz behandelt, sowie [BURSZTYN fc "WaldmannI l2001bl. la . 1 20031 ] fiir die starke MORITA- 
Aquivalenz. Desweiteren spielen die Arbeiten Rieffel 19721 . 1974a . 3| eine wichtige Rolle, in denen 
die Grundlagen fiir die *- und starke MORITA-Aquivalenz fiir C*-Algebren gelegt wurden. 
Motiviert ist die MORITA-Aquivalenz durch die Darstellungstheorie von Ringen bzw. Algebren: 
MORiTA-aquivalente Ringe bzw. Algebren haben eine aquivalente Darstellungstheorien. Wie wir 
sehen werden, sind noch weitere Eigenschaften von Ringen bzw. Algebren unter MORITA-Aquivalenz 
erhalten, siehe Satz 11.231 und Kapitel ??. 

Ausgangspunkt bilden die Kategorie der Moduln fiir Ringe bzw. die Kategorie der Algebren, deren 
Aquivalenz als Kategorien zu MORITA-Aquivalenz der jeweiligen Ringe oder Algebren fiihrt. Der 
Unterschied bei den verschiedenen Aquivalenzbegriffen besteht darin, daB der Ring bzw. die Algebra 
(sowie der Funktor, der die Aquivalenz generieren wird) zusatzliche Strukturen tragen konnen. Dies 
werden wir in den nachsten Kapiteln genauer erlautern. 



1.2.1 Ringtheoretische Morita- Aquivalenz 

Die grundlegende Idee der ringtheoretischen MORITA-Theorie ist eine Klassifikation von Ringen 
mittels Ihrer Darstellungstheorie als Endomorphismen von AsELschen Gruppen. Dabei betrachten 
wir in diesem Kapitel Ringe im Sinne von Definition IA.1.21 die nicht notwendigerweise geordnet 
sein miissen. 

Definition 1.2.1 (Aquivalenz und Isomorphic von Kategorien). 

Man nennt zwei Kategorien A und B aquivalent, falls es zwei kovariante Funktoren F : A— )-B 



1.2. MORiTA-Aquivalenz 
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und G : B — )• A gibt, so dafi das Hintereinanderausfuhren bis auf einen natiirliche Transformation 
die jeweiligen Identitdten auf den Kategorien liefern 

FoG^lde und GoF^\dj^. (1.2.1) 

Ferner nennt man die beiden Kategorien isomorph wenn das Hintereinanderausfuhren der beiden 
Funktoren die Identitdt auf den Kategorien ist 

FoG = \6^ und GoF = \6^. (1.2.2) 

Dabei bezeichnet Id den Identitdtsfunktor auf der jeweiligen Kategorie. 

Definition 1.2.2 (MORITA-Aquivalenz von Ringen). 

Man nennt zwei Ringe R und S MORiTA-aquivalent, falls die Kategorien R-Mod und S-Mod dqui- 
valent im Sinne von Definition \1.2.1\ sind. 

Die Frage nach der MORITA-Aquivalenz zweier Ringe manifestiert sich damit in der Suche nach 
zwei geeigneten Funktoren. Bei zwei gegebenen Ringen ist es im allgemeinen sehr schwierig, diese 
Funktoren zu finden. Wir wollen im weiteren ein Beispiel fiir MORiTA-aquivalente Ringe angeben. 
Spater werden wir sehen, daB die RiEFFEL-Induktion genau die Funktoren liefert um MORITA- 
Aquivalenz elegant zu formulieren. 



Beispiel 1.2.3 f [LAMlll999l . Thm. 17.20]). 

Ein einfaches und wichtiges Beispiel ist ein Ring R und der Ring M„(R), den n x n-Matrizen 
iiber dem Ring R. Sei V ein R-Linksmodul, dann definieren wir den M„(R)-Linksmodul durch 
^/^^(R)i<'(y) = y", wobei die Linkswirkung mittels Matrixmultiplikation auf Vektoren gegeben ist. 
Fiir den Ring R ist V", durch komponentenweise Multiplikation, ein Rechtsmodul. Die andere 
Richtung verlauft analog, und somit ist iiber den Funktor F : R-Mod — )• M„(R)-Mod eine Aquivalenz 
von Kategorien gegeben und R und M„(R) sind MoRiTA-aquivalent. 

Lemma 1.2.4 (MORITA- Aquivalenz von kommutativen Ringen). 

Zwei kommutative Ringe sind genau dann MORlTA-dquivalent, wenn sie isomorph sind. 



Beweis. Der Beweis findet sich in 



Lam 



19991, Cor. 18.42]. □ 



Nun stellt sich eine wichtige Frage: Welche tiefere Bedeutung hat MORITA-Aquivalenz? Ein erster 
Schritt ist nun nach MORiTA-Invarianten zu suchen, d. h. welche Eigenschaften der Ringe sind 
unter MORITA- Aquivalenz erhalten und welche nicht. Das erste von uns behandelte Beispiel 11.2.31 
zeigt bereits, dafi weder Dimensioi^ noch Kommutativitdt MORITA-Invarianten sein konnen. 

Satz 1.2.5 (MORITA-Invarianten). 

Die beiden Ringe R und S seien im Sinne von Definition \1.2.S\ Morit A- dquivalent. Der Ring R 
ist nur genau dann einfach, halbeinfach, Noethersc/i, Artinsc/j oder primitiv, wenn der Ring S 
einfach, halbeinfach, Noethersc/i, Artinsc/i oder primitiv ist. Desweiteren haben die beiden Ringe 
R und S * -isomorphe Zentren 3(R) und 3(S) sowie isomorphe J ACOBSON- Radikale J(R) und J(S). 



^In dem angegebenen Beispiel 11.2.31 kann man von einer Dimension im Sinn einer Vektorraumdimension sprechen. 
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Beweis. Fiir die Beweise verweisen wir auf LamII1999I : IJacobsonII198S |. 



□ 



In Kapitel ?? werden wir uns im Rahmen der (unter einer HoPF-*-Algebra H aquivarianten) *- 
und starken MORITA-Aquivalenz mit MORITA-Invarianten auseinandersetzen. Es stellt sich her- 
aus, daB MORiTA-aquivalente *-Algebren isomorphe K-Theorie, isomorphe Verbdnde von Idealen 
und isomorphe Zentren haben. Wie bereits erwahnt haben MORiTA-aquivalente *-Algebren auch 
isomorphe Darstellungstheorien, was insbesondere in der Physik eine wichtige Anwendung findet. 



1.2.2 MORITA-Aquivalenz und RiEFFEL-Induktion 

Wir wollen nun das Konzept der MORITA-Aquivalenz ein wenig brauchbarer formulieren. Dazu 
wollen wir ein „Rezept" angeben, Funktoren zu konstruierei i, die notwendig sin d um liber MORITA 
Aquivalenz zu entsche iden. Dies geht auf ein en Satz von 
zuriick und wurde von 



ElLENBERG 



RiEFFEL 



Landsman 



1972 



1960^ und 



Watts 



196C | 



1974al . |b| spater auf C*- und M^*-Algebren angewendet. In 



1998( 1 findet man eine moderne und ausfiihrliche Darstellung dessen. Die Idee besteht 
darin, den in Beispiel 11.2.31 angegebenen Funktor F : R-Mod — )• S-Mod auf eine kanonische Weise 
angeben zu konnen, wenn er denn existiert. Dazu benotigen wir Bimoduln, die wir bereits in 
Definition 11.1.321 eingefiihrt haben. 

Mit Hilfe der Bimoduln sind wir in der Lage den Satz von 
fiir Ringe zu formulieren. 



ElLENBERG 



1960l | und 



Watts 



196C | 



Satz 1.2.6 (Satz von Eilenberg- Watts, |EiLENBERdll96Ci : ICartan fc EiLENBERdll999l ]). 
Seien R und S Ringe und R-Mod bzw. S-Mod die Kategorien der R-Linksmoduln bzw. der S-Links- 
moduln. F : R-Mod —)• S-Mod sei ein kovarianter, additive^ Funktor. F{R) wird zu einem S-Links- 
modul und einem R-Rechtsmodul, so dafi si^(R)R ein (S, R)-Bimodul wird, und 



R-Mod ^S-Mod 



(1.2.3) 



ist ein additiver, kovarianter Funktor. 



Lemma 1.2.7 ( [EilenbergI ll96Cll | ) . 

Sei F : R-Mod — ?■ S-Mod ein additiver, kovarianter Funktor und r£ ein R-Linksmodul. 

i.) Die Gruppe HomR(R£, i^(R)) ist fiir jeden R-Linksmodul f^£. ein wohldefinierter S-Linksmodul. 
a.) HomR(-,F(R)) : R-Mod —t- S-Mod ist ein additiver, kontravarianter Funktor. 



Beweis. Der Beweis findet sich in 



Eilenberg 



196d : ICartan &: ElLENBERdll999 | 



□ 



Satz 1 1.2. "61 ist auf ringtheoretischen Niveau die RiEFFEL-Induktion, die wir bereits in Beispiel ll. 1.471 
kennengelernt haben, allerdings mit der einer zusatzlichen additiven Struktur, die durch die Ringe 
gegeben ist. 

Wir wollen nun angeben, was wir unter einem dualen Bimodul zu einem gegebenen (R, S)-Bimodul 
r£s verstehen. Dieser wird eine wichtige Rolle spielen, wenn wir mit Hilfe der Bimoduln MORITA- 
Aquivalenz charakterisieren wollen, bzw. wenn wir spater das PiCARD-Gruppoid von Algebren 
betrachten. Wir konnen auf natiirliche Weise mittels Lemma [1.2.71 den dualen (S, R)-Bimodul s£*r 
konstruieren. 



^ Additiv bedeutet in diesem Zusammenhang, dafi der Funktor die durch die Ringstruktur gegebene additive Struk- 
tur der Morphismen respektiert. 
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KoroUar 1.2.8 (Dualer Bimodul - Ringe). 

Seien R und S zwei Ringe und r£s sei ein {R,S)-Bimodul. Dann existiert ein dazu dualer (S, R)- 
Bimodul s£*r mittels 

s£*R := HomR(R£s,R). (1-2.4) 

Der duale Bimodul besteht somit aus den R-linearen Homomorphismen vom urspriinglichen Bimodul 
in den Ring R. 

Beweis. Der Bimodul s£*R ist auf natiirliche Weise ein S-Linksmodul (vgl. Lemma ll.2.7p und ein 
R-Rechtsmodul. Die Modulstrukturen sind durch folgende Konstruktion gegeben: sei (p £ s£*R) 
s G S, r G R und x G r£s, so ist {(j) ■ r)(x) = (j){r ■ x) und (s • (j)){x) = (f){x ■ s). Die weiteren 
Modulstrukturen rechnet man leicht nach. □ 

Nun konnen wir Definition 1 1 . 2 . 2 1 so deuten, dafi zwei Ringe R und S genau dann MORiTA-aquivalent 
sind, wenn es gelingt einen „geeigneten" (R, S)-Bimodul zu finden. In KoroUar 11.2.91 werden wir 
angeben, wann ein Bimodul geeignet ist. 

KoroUar 1.2.9 (Bimodul und MORITA-Aquivalenz). 

Zwei Ringe R und S sind dann und nur dann MORlTA-aquivalent, wenn es zwei (zueinander duale) 
Bimoduln r£s und s£*r gUt, so dafi 

r£s^ss£*r = rRr und s£*r^rr£s = sSs. (1-2.5) 
Definition 1.2.10 ( Aquivalenzbimodul) . 

Man nennt einen Bimodul fiir zwei Ringe R und S einen Aquivalenzbimodul oder einen MORITA- 
Aquivalenzbimodul, falls dieser Korollar \1.2.9\ aerecht wird. 

Wir wollen nun den Satz von MORITA formulieren, dazu benotigen wir zuvor folgende Definitionen. 

Definition 1.2.11 (Generator und Progenerator) . 
Man nennt einen R-Rechtsmodul £r einen 

i.) Generator, falls jeder andere R-Rechtmodul als einen Quotienten einer direkten Summe von 

Kopien des R-Moduls erhdlt. 
a.) Progenerator, falls er endlich erzeugt ist, projektiv und ein Generator ist. 

Satz 1.2.12 (Satz von Morita). 

Zwei Ringe mit Einselementen R und S sind genau dann MORlTA-dquivalent, wenn es einen Proge- 
nerator R-Rechtsmodul £r gibt, so daji S = EndR(£R). Ist desweiteren s£r ein Aquivalenzbimodul, 
dann ist der duale Bimodul durch r£*s := HomR(s£R, R) gegeben. 

Definition 1.2.13 (Voile idempotente Elemente). 

Ein idempotentes Element P G M„(R) nennt man voll, wenn die lineare Hiille der Elemente der 
Form TPS, mit T, 5 G M„(R), ganz M„(R) ist. 

Bemerkungen 1.2.14. 

i.) Fiir voile Elemente P schreiben wir die Definition |L2J^ auch als: Mn(R)PM„(R) = M„(R). 
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ii.) Sei P idempotent. Ein endlich erz eugter projektiver R-Modul PR" ist genau dann ein Gene- 



rator, wenn P voll ist 



Lam 



19991, 18.10(D)]. 



Nun sind wir in der Lage eine alternative Formulierung von MORITA-Aquivalenz anzugeben. 
Satz 1.2.15 (Alternative Formulierung der MORITA-Aquivalenz). 

Zwei Ringe R und S sind genau dann M.ORlTA-dquivalent, wenn es ein n S N, sowie ein voiles, 
idempotentes P e Af„(R) gibt, so dafi S = PMn{R)P. 

Bevor wir uns nun endgiiltig der *- bzw. starken MORITA-Aquivalenz zuwenden, wollen wir das 
Beispiel 11.2.31 nochmal aufgreifen und in der oben erarbeiteten Sprache formulieren. 

Beispiel 1.2.16 (Aquivalenzbimodul zu den Ringen M„(R) und R). 

Sei R ein Ring und M„(R) der Ring der n x n-Matrizen liber R, dann entspricht der in Beispiel ll.2.31 
angegebene Punktor dem Bimodul m„(r)R'^R- Dabei kann man Elemente in R" als Spaltenvektoren 
auffassen, die Linksmodulstruktur ist durch die gewotmliche Multiplikation der Matrizen mit Vek- 
toren gegeben, die Rechtsmodulstruktur ist die komponentenweise Multiplikation mit Elementen 
aus R. 



1.2.3 *- und Starke MORITA-Aquivalenz 

Ein nachster Schritt ist MORITA-Aquivalenz fiir *-Algebren zu formulieren. Diese zeichnen sich 
dadurch aus, daB sie aufgrund der *-Involution mit mehr Struktur versehen sind. Dadurch sind wir 
beispielsweise in der Lage iiber Positivitat zu sprechen. Im weiteren seinen A und "B zwei *-Algebren. 
Der Bimodul ist mit zwei inneren Produkten ■) und (•, versehen, von denen fordern wir 
noch nicht, daB [■s£.,rg{-, ■)) und (£yi, (•, fiir sich Pra-HlLBERT-Moduln nach Definition 11.1.221 
sind, aherdings wird dies bei der spater behandelten starken MORITA-Theorie der Fah sein. 
Fiir die MORITA-Theorie ist der duale Bimodul wichtig. Aufgrund der *-Struktur konnen wir den 
dualen Bimodul zu {■B^A^'si', ') A'^ ')a) kanonische Weise definieren. 

Definition 1.2.17 (Komplex-konjugierter Bimodul fiir *-Algebren). 

Seien A und 23 zwei * -Algebren iiber einem Ring C, und [■bE.a,'v,{'^ ")> ')a) ^^'^ ^^'^ Bimodul. Man 
definiert den dazu komplex-konjugierten Bimodul (yi£s,yi(-, •),(•, iiber die Modulstrukturen 

a -x := X ■ a*, x ■ b := b* ■ x, (1.2.6) 
:= {x,y)^, ■.=^{x,y)''. (1.2.7) 

Dabei bezeichnet man Elemente im komplex-konjugierten Bimodul durch die Konjunktion ~. Als 
Menge sind der komplex-konjugierte Bimodul und der ursprilngliche Bimodul identisch. 

Lemma 1.2.18 (Strukturen auf dualem Bimodul). 

Der duale Bimodul in Definition \1.2.17\ ist wohldefiniert, und er erbt die Strukturen des ursprilng- 
lichen Bimoduls. 

Beweis. Wir miissen zeigen, dafi die Bimodulstrukturen auf dem dualen Bimodul sinnvoll definiert 
sind. 
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i.) Zuerst zeigen wir die (Links-) Modulstruktur. 



{a'a)x = x{a'a)* = x{a*a'*) = {xa*)a'* = a'{xa*) = a' {ax) 

Analog zeigt man die Konsistenz der Rechtsmodulstruktur, bzw. der Bimodulstruktur. 
a.) Desweiteren gilt es zu zeigen, dafi die Strukturen der inneren Produkte sich auf den dualen 
Bimodul iibertragen. Aus {x,y ■ a)J[ = {x,y)^a sowie ((x,y)J[)* = {y,x)^ und der Definition 
11.2.171 fokt 

j^{a-x,yy =j^{x-a*,yy = {x-a*,y)^ = {a*)*{x,y)^ = aj^x^yf . 

in.) 1st im Bimodul ") ' ')a) ^-wertige innere Produkt kompatibel mit der S-Links- 

aktion (siehe Definition 1 1.1. 35 p . so ist dies auch im dualen Bimodul (yi£s)yi(") ") i (") der 
Fall 

jix-h,yY =j^{b* -x.yf = {b* ■ x,y)^ = {x,b ■ y)\ =j^{x,b-yY =j^{x,y-b*f. 

Analoges gilt fiir das S-wertige innere Produkt (•, •)^. 
iv.) Zu guter Letzt ist zu zeigen, daQ die Kompatibilitat der beiden inneren Produkte .^{■, und 
auch eine Kompatibilitat der beiden inneren Produkte auf dem dualen Bimodul mit 
sich bringt 



X ■ {y,z).j^ = X ■^{y,z) =x-{^{z,y)) = rg{z,y) -x 

= z - {y,x)X = {{y,x)j^Y ■z = {x,y)j^-z=j^{x,yf-z. 

Die Beweise zu ii.) und in.) fiir das S-wertige innere Produkt (•, geschehen komplett analog zu 
den aufgezeigten Rechnungen. 

Es ist aufgrund der Definition der inneren Produkte auf dem dualen Bimodul offensichtlich, daSi 
bei (nicht-)ausgearteten bzw. vollstandig positiven Bimoduln (s£yi,3(-, •),(•, auch der duale 
Bimodul (nicht-)ausgeartet bzw. vollstandig positiv ist. □ 



Nun konneii wi r angeben, was *-MoRiTA-Aquivalenz bzw. starke M ORITA-Aquivalenz ist 

BURSZTYN fc Waldmann 2001b, Q]- 



1972, 


1974al. Ibl: 


Ara 


— "1 • 
1999. 


2000: 



RiEFFEL 



Definition 1.2.19 (*- und starker Aquivalenzbimodul) . 

SeienAund'B * -Algebren iiber einem Ring C und-^tji ein {"B, A) -Bimodul mit einem A-wertigen in- 
neren Produkt (•, und einem 'B-wertigen inneren Produkt ^{-j •)^. Wir nennen (s£yi,5(-, •) , (•, 
einen *-MORlTA- Aquivalenzbimodul oder kurz *-Aquivalenzbimodul, falls die folgenden Bedingun- 
gen erfiillt sind: 

i. ) Die beiden inneren Produkte bzw. -^i-,-)^ sind nichtausgeartet, voll und mit der S- 

Wirkung bzw. A-Wirkung kompatibel. 

ii. ) Fiir alle x,y,z G ^E-a sind die beiden inneren Produkte miteinander kompatibel, d. h. es gilt: 

X • (y^^)! =n{x,yf ■ z. 

Hi.) S • s£yi = s£yi und ^£.ji ■ A = s£yi. 

Sind zusatzlich beide inneren Produkte vollstandig positiv, das heifit {'s8,,^{-, ■)) und {Eji, {■, 

sind Prd-illLBERT-Moduln, so nennt man ^£.ji einen starken MORITA-Aquivalenzbimodul oder 
kurz starken Aquivalenzbimodul. 
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Bemerkungen 1.2.20 (Komplex-konjugierter Bimodul). 

i.) Im Fall von Aquivalenzbimoduln fiir *-Algebren, sind die Definitionen von dualem und kom- 
plex-konjugiertem Bimodul miteinander identifizierbar, und es gilt aufgrund der Struktur des 
komplex-konjugierten Bimoduls in Definition 1 1 . 2 . 1 71 £ a = -b^a- 
a.) Sei T : ■s^a ^ x ^ T{x) € sfyi ein Verschrankungsoperator, so definiert T{x) := T{x) einen 
Verschrankungsoperator auf den dualen Bimoduln und T : yi£s a^'t,- 

Definition 1.2.21 (*- und starke MORITA-Aquivalenz). 

Man nennt zwei * -Algebren A und 23 *-MORiTA-aquivalent (bzw. stark MORiTA-aquivalentJ, falls 
es einen * -Aquivalenzbimodul (bzw. einen starken Aquivalenzbimodul) gibt. 

Definition 1.2.22 (Idempotenz und Nichtausgeartetheit von *-Algebren). 

Man nennt eine * -Algebra A 

i. ) nichtausgeartet, wenn fiir alle b G A aus ab = oder aus ba = folgt, dafi a = 0. 

ii. ) idempotent, wenn Eleniente der Form ab die Algebra A aufspannen. 

Offensichtlich sind Algebren mit einem Einselement Iji G A immer idempotent. 
Lemma 1.2.23 (Der Aquivalenzbimodul a^a)- 

Der Bimodul a-^a ist genau dann ein *- oder starker Aquivalenzbimodul, wenn die * -Algebra idem- 
potent und nichtausgeartet ist. 



Beweis. Der Beweis findet sich in [Bursztyn fc WALDMANNil2003l |. □ 

Lemma 1.2.24 (*- und starke MORITA-Aquivalenz ist Aquivalenzrelation) . 
*- und starke yiOKYTA-Aquivalenz ist eine Aquivalenzrelation. 

Beweis. Wir miissen Reflexivitat, Symmetrie und Transitivitat zeigen. 

Die Reflexivitat geschieht mittels des Bimoduls a-^a ™it den beiden kanonischen inneren Produkten 

^(a, b) = ab* {a, b)j^ = a*b. (1.2.8) 

Fiir die Symmetrie benotigen wir den dualen Bimodul a^'Z^ den wir in Definition 11.2.171 eingefiihrt 

haben. Die Transitivitat zeigen wir durc h ®, bzw. durch die RiEFFEL-Induktion. 

Ausfiihrlicher findet man den Beweis in |Ara 1999 : Bursztyn &: Waldmann 2003]. □ 



Korollar 1.2.25. 

Der Bimodul s£yi ist genau dann ein *- bzw. starker MORITA- Aquivalenzbimodul, falls 

a3£^ yi£s = s®s und a'^z^-b 'B^a= a^a- (1-2.9) 

Beweis. Das Korollar ist eine direkte Konsequenz aus Satz ll.2.24l i BuRSZTYN fc WALDMANrJboOlbl . 
Prop. 7.2]. Die kanonischen Isomorphismen sind gegeben durch die Abbildungen 

x®y^^{x,y) und x®y^{x,y)j^. 

□ 
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1.3 Die i7-aquivariante MORITA-Theorie 

Ein wichtiger Teil dieser Arbeit ist nun die Formulierung einer unter einer HoPF-*-Wirkung aqui- 
varianten MORITA-Theorie. Dazu benotigen wir die Theorie der HOPF-Algebren, die wir in aller 
Ausfiihrlichkeit in Anhang IA.2I zusammengetragen haben. 

Die Forderung einer *-Involution ist unumganglich, da wir insbesondere an *- und starker MORITA- 
Aquivalenz interessiert sind. Mit einer *-Wirkung bezeichnen wir eine Wirkung der HoPF-*-Algebra 
H, die zusatzlich 



{h>a)* = S{h)*>a* 

flir h € H und a £ A erftillt. Die genauen Definitionen zu Wirkungen von HOPF-Alge bren befinden 
sich in Anhang IA.2.31 Das Kapitel orientiert sich an Jansen fc WaldmannI 120061 ] . Im weiteren 
sei H eine HoPF-*-Algebra, soweit nichts anderes explizit gesagt wird. 



1.3.1 if-aquivariante Bimoduln und Darstellungstheorie 

In diesem Kapitel wollen wir die *-Darstellungstheorie fiir *-Algebren i?-aquivariant formulieren. 
Dies bedeutet, daB wir eine vorgegebene Symmetrie in Form einer HoPF-*-Algebra Wirkung im- 
plementieren. 

Definition 1.3.1 (ff-aquivarianter Bimodul). 

Seien A und 23 zwei * -Algebren und -b^-a em Bimodul mit zwei vertraglichen inneren Produkten. 
Ferner sei {H,>) eine HOPF-* -Algebra, so dafi {H,A,\>) und {H,'B,>) H -Linksmodulalgebren nach 
Definition \A.2.2^ sind. Wir nennen eine Wirkung {H,t>) auf dem Bimodul ^E'A kompatibel mit 
dem Bimodul, wenn folgende Bedingungen fiir alle x,y S sfiyi, a £ A und & G 25 erfiillt sind: 
i.) Die 'ROVY -Wirkung ist mit den Bimodulstrukturen vertraglich, d. h. es gilt 

h> {b • X • a) = b) ■ (/i(2) o x) ■ (/i(3) > a). (1.3.1) 

a.) Die HOPF-Wirkung ist mit den inneren Produkten vertraglich 

/lO = (^(/ifi))* c>x,/i(2) oy)^ und h>rg{x,y) =^{h(^^) > x, S{h(^2))* > y) ■ (1.3.2) 

Bemerkung 1.3.2. 

Da es sich bei {H, A, i>) und (H, 25, >) um ff-Modulalgebren handelt, sind die Forderungen h > {bb' ■ 
x) = (/i(i) i>6)(/i(2) i>^') • (/i(3) >x) und analog h>{x- aa') = (/i(i) \>x) ■ (/i(2) i>a)(/i(3) c>a') automatisch 
erfiillt wenn i.) gegeben ist. 

Lemma 1.3.3. 

Definition \1.3.1\ ist konsistent definiert und mit alien Bimodul- Strukturen vertraglich. 

Beweis. Dazu miissen wir zeigen, daB die in Gleichung ()1.3.2p gemachten Kompatibilitatsbedin- 
gungen mit den Bimodulstrukturen vertraglich sind. 

i.) Die ff- Wirkung auf das ^l-wertige innere Produkt auf (sSyi, 3 (•,•),(•, ist mit der A- 
Rechtslinearitat im zweiten Argument kompatibel. 



/it>(x,y-a)^ = {S{h^^)* t>x,h^2)>{y ■ a))j^ 
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= > X, (/i(2) y)(/i{3) > ■a))j^ 

= > X, (/i(2) y))ji{h(3) i> -a) 

= > (a;,y)yi)(^(2) oa) 

ii.) Die i7-Wirkung auf das A-wertige innere Produkt auf ')a) kompatibel mit 

der !B-Rechtsmodulwirkung. 

ht>{x,b- y)j^ = (^(/i,!))* ox,/i(2) (6 • y))^ 

= a;, (/i(2) h) ■ (/i(3) o y))^ 

= ((/i(2) > 6)* • > x), /i(3) > y)^ 

= ((5(/i(2))*>6*)-(5(/i,„r>x),/i(3)>y)^ 
= (5(/i(i))*>(6*-x),/i(2)>y)^ 
= ht>{b* ■ x,y)j^. 

Dabei nutzt man im vorletzten Schritt, daB fiir die Antipode S : H ^ H einer HoPF-*-Algebra 
H gilt (5 5) o A°p = A o 5 und fiir die *-Involution {h > b)* = S{h)* > b*. 
Hi.) Die i/-Wirkung ist kompatibel mit der Kompatibilitatsbedingung der beiden inneren Pro- 
dukte. 

h>{x- {y, z)^) = x) ■ (/i(2) {y, z)j^) 

= (^(1) t> x) ■ {S{h(2))* > y, /i(3) i> z)j^ 
=2 X, 5(/i(2))* y) • (/i(3) z) 

= >.v,{x,y) • (/l(2) 2:) 

= ht>{^{x,y) ■ z). 

Analog zu den in i.) und ii.) gemachten Rechnungen zeigt man die Kompatibilitaten des anderen 
inneren Produkts. □ 

Lemma 1.3.4 (Aquivalente Formulierung der iJ-Wirkung auf innere Produkte). 
Die Bedingungen in Gleichungen il.3.2\) sind dquivalent zu 

(x,/ic>y)^ = /i(2) i>x,y)^ und ^{x , h > y) = S {h^2))* >ii {h*^-, > x , y) . (1.3.3) 

Beweis. Der Beweis sind je zwei einfache Rechnungen (vergleiche Definition I A . 2 . 1 8]l . 

/i(2) > (/i*^) X, y)^ = ((S'(/i(2)(i))*/i*i))>x,/i(2)(2) >y)^ 
= ((^(i)'S'(^(2)(i)))* > X, /i(2)(2) > y)j^ 
= {^{^(1))* >x,h^2)>y)j^ 
= {x, (e(/i(i))/i(2)) i>y)yi 
= {x,h> y)j^ 

sowie die Umkehrung 

(S'(/i(i))* >x,/i(2) >y)^ = h^2X2) > (/i*2)(i) > (^(/id))* > x), y)^ 
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= /i(2)(2) > ((5'(/i(i))/i(2)(i))* i> X, y)j^ 
= /i(2) > (e(/i(i))x,y)^ 

Analog rechnet man die Behauptung fiir das S-wertige innere Produkt nach. □ 
Bemerkung 1.3.5 (ff-Wirkung auf Ausartungsraum) . 

Sei {8-a,{'^')a) ^-Rechtsmodul mit einem ausgearteten inneren Produkt, so garantiert Gleichung 
(jl.3.3p , da6 H > C Ej^. Damit iibersteht die ff-Wirkung die Quotientenbildung £yi , und 
(£yi/£j[, (•, wird zu einem nichtausgearteten, ff-aquivarianten yi-Rechtsmodul mit innerem 
Produkt. 

Damit haben wir die Wirkung einer HoPF-*-Algebra auf einem Bimodul mit inneren Produkten 
definiert. Um eine if-aquivariante MORITA-Theorie zu formulieren, miissen wir angeben, wie die 
HoPF-*-Algebra auf dem dualen Bimodul operiert. 

Lemma 1.3.6 (Wirkung > auf dualem Bimodul a^^)- 

Seien A und S * -Algehren und (sSyiit*) em H-dquivarianter (*-, starker) MORITA-Aquivalenzbi- 
modul, dann induziert die Wirkung > eine Wirkung > auf dem dualen Bimodul a^v, durch 



h>x := S{h)* >x. (1.3.4) 

Beweis. Wir wollen zeigen, daB es sich um eine Wirkung handelt, vgl. Definition lA. 2.281 Seien im 
weiteren g,h £ H, x £ ^Ea und die komplex konjugierten Grofien aus dem dualen Bimodul a^t> 
mit x,y etc. bezeichnet. 

i.) Hintereinanderausfiihrung zweier Wirkungen ist wieder eine Wirkung der HOPF-Algebra. 

g> {h>x) = g> S{h)* > x 

= S{g)*>S{h)*>x 
= {S{gyS{h)*)>x 
= iSih)Sig)y>x 
= S{gh)* > X 
= {gh) >x. 

a.) Desweiteren mufi das Einselement in der Hopf- Algebra eine triviale Wirkung haben. 

1h>x = S{1h)* > x = 1*^ > x = 1h > X = X. 

Hi.) Die Bimodulstrukturen miissen mit der Wirkung > vertraglich sein. Dabei bleibt die Wirkung 
auf den Algebren A und 23 jeweils unangetastet. 

h>{a-x) = h>x-a* 

= S{h)* > {x ■ a*) 

= (5(/i(2))*>x)-(5(/i(i))*>a*) 
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(5(/i(2))*>x)-(/i(i)>a)* 



= :> a) ■ {h(^.2) >x). 

Analog rechnet man die 23-Rechtswirkung auf yifi^ nach. 
iv.) Nun gilt es noch zu zeigen, dai3 die Wirkung konsistent mit den inneren Produkten des 
Bimoduls ist. 



(^S{h(^r))*>x,h(^2)>y) 



-A' 
=A' 

Dabei haben wir im letzten Schritt genutzt, dafi aus Gleichung (|1.3.4p automatisch audi 



S{h)*>x = h\> X folgt, wie man durch eine Substitution sehen kann. Wieder rechnet man auf 
ahnliche Weise die Konsistenz mit (•, ■)!^ nach. 

□ 



i7-aquivariante Darstellungstheorie 

Seien A und T> zwei *-Algebren iiber dem Ring C, die beide mit einer festen HoPF-*-Algebra 
Wirkung {H, o) ausgestattet sind, so dafi {H,A, >) und (H, T>, \>) i7-Modulalgebren mit *-Involution 
sind. 

Definition 1.3.7 (ff-aquivariante Darstellung) . 

Sei nun {'Ji-j) , {■ , ■)rj^) ein 'D-Rechtsmodul mit innerem Produkt. Man bezeichnet eine * -Darstellung 
(!K2),7r) der * -Algebra A a/s ff-aquivariant, wenn 

7r(/i a)x = i> {'i:{a)S{h(2)) > x), (1.3.5) 

filr alle a £ A, h £ H und x G "Kxi- Desweiteren nennt man einen Verschrdnkungsoperator zwischen 
zwei H-dquivarianten Darstellungen T : vr) — )• (IK'd, vr') //-aquivariant, falls fiir alle h £ H 

und x G "Kxi gilt 

T{h>x) = h>T{x). (1.3.6) 

Wir bezeichnen die Kategorie der //-aquivarianten *-Darstellungen der *-Algebra A auf D-Rechts- 
moduln mit *-modD,if(A). Die Unterkategorien der //-aquivarianten *-Darstellungen auf Pra-HiL- 
BERT-Moduln bezeichnet man analog dazu mit *-Mod.D^j^(yi) sowie *-rep^ fj{A) und *-Rep.j^ fj{A). 

1.3.2 iJ-aquivariante MORITA-Aquivalenzbimoduln 
if-aquivariante Tensorprodukte und RiEFFEL-Induktion 

Gegeben einen B-Rechtsmodul (IK3, (•, ■)^) mit einem inneren Produkt und einen (23, yi)-Bimodul 
(s£yi,s('' ■)'(■' 'zwei inneren Produkten, wobei die inneren Produkte jeweils mit beiden 
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Algebra- Wirkungen vertraglich seien. Desweiteren seien sowohl (^3,(-,-)rg) als auch der (S,yi)- 
Bimodul (sfiyi,^ (•,•),(•, -fT-aquivariant. 

Wir haben eine kanonische //-Wirkung auf den Elementen von 'B^a mittels 

/i > (x (g>23 y) = > x) (g).B (/i{2) i> y)- (1.3.7) 
Lemma 1.3.8 (i/-Wirkung auf dem Modul JCs (gis s£yi). 

Die kanonische H-Wirkung auf dem Tensorprodukt IK^ ^£^1 (Gleichung \1.3.1 )) ist mit dem 



inneren Produkt {■, •)^^^ vertraglich, und macht {'K-^ (gi^ s£yi)/(^s €5s "B^a)^ ■^u einem H-dquiva- 
rianten A-Rechtsmodul mit innerem Produkt. 

Beweis. 

h {x(^^y, x'0^y')^'^^ =ht>(y, (x, j;')^ • y'^ 

|'S'(/i(i))* >y,/i(2) 

oy, (^(/ita))* ox,/i(3) ox')^ • (/i(4) t>y') 



= (S'(/i(2))* x(g)sS'(/i(i))* y, (/i(3) x')(g).B(/i(4) y'))^**^ 

Dabei nutzt man im letzten Schritt die Eigenschaft {S S) o A = o S der Antipode, vergleiche 
Proposition lA. 2. 141 Hi.). Dies zeigt, dafi das auf (^-b'b&a induzierte innere Produkt auch mit der 
iif-Wirkung vertraglich ist. Die Wirkung lafit sich via Bemerkung 11.3.51 auch auf den Quotienten 
{'K'B (8)® 'B^a)/{'^'B 'SH'b t.&a)^ und somit auf (g)® iibertragen, wodurch ((IK^ (g® s£yi), (•, ■)a^^) zu 
einem //-aquivarianten Tl-Rechtsmodul mit innerem Produkt wird. □ 

Nun miissen wir analog zu Lemma 11.1.441 die Vertraglichkeit der i7- Wirkung mit den Morphismen 
zeigen. 

Lemma 1.3.9 (Vertraglichkeit der //-Wirkung mit Morphismen). 

Seien (s£yi,3(-, •),(•, ^'^^ (s£'yi)s('' ')'("' •^'U'ei H-dquivariante Bimoduln und {'K'z , {• , •)'^) 
bzw. (IK'^B, ("5 ■)cb) seien H-dquivariante "B-Rechtsmoduln. Seien ferner S : s£yi— ?'s£'yi und T : 
3^2— 7>IK'b H-dquivariante Verschrdnkungsoperatoren, so ist die H -Wirkung mit der Tensorpro- 
duktbildung vertrdglich. 

Beweis. Seien x G IK^ und y G ^£^5 so gilt 

h > {S{x) 03 T{y)) = (/i(i) > S{x)) ®B (/i(2) > T{y)) 
= ^(/iti) x) (g)s r(/i(2) i> y) 

Mit Lemma ll.l.44l zeigt dies die Vertraglichkeit der i/- Wirkung mit den Morphismen. □ 

Damit haben wir eine funktorielle Abbildung konstruiert, und wir konnen analog zu Gleichung 
(jl.l.28p schreiben 

§s : *-mods,«(e) X *-mod^,H(S)^ *-mod^,«(e). (1.3.8) 
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Das gewonnene innere Produkt (8) ist bis auf die kanonische Isomorphie assoziativ (siehe Gleichung 
(jl.l.27p ). Da (8) mit der vollstandigen Positivitat der inneren Produkte vertraglich ist, iibertragt 
sich Gleichung ()1.3.8p auch auf die Kategorien *-rep,£^ bzw. auf *-Mod.s.H und *-Rep,3 j^. Analog 
zu Beispiel 11.1.471 konnen wir eine i?-aquivariante Version der RiEFFEL-Induktion angeben. 

Definition 1.3.10 (-ff-aquivariante RiEFFEL-Induktion, Wechsel der Basisalgebra) . 
Seien A, 23 und T>, T>' * -Algebren iiber deni Ring C, die alle mit einer Wirkung der Hopf-*- 
Algehra H im Sinne von Definition \A . 2. 2^ versehen seien. Desweiteren seien s£yi G *-rep^^(23) 
und dSi,/ G *-repj,,^(!D). 

i. ) Wir bezeichnen den H -dquivarianten Funktor 

Re = -B^A ®A ■ : *-rep,^,^(yi) ^ *-rep,^,^(S) (1.3.9) 

als ff-aquivariante RiEFFEL-Induktion. 

ii. ) Desweiteren definieren wir den //-aquivarianten Wechsel der Basisalgebra durch den Funktor 



Sg = • dSd' : *-rep,j3^(yi) * -rep^> ^^{A). (1.3.10) 
Die Wirkungen auf Objekte und Morphismen sind die gleichen wie in den Beispielen 1.1. 



iJ-aquivariante starke MORITA-Aquivalenz 
Definition 1.3.11 (i?-aquivarianter Aquivalenzbimodul) . 

Seien A und 23 zwei * -Algebren, (s£yi,,2(-, •), (•, ein * -Aquivalenzbimodul und die Algebren wie 
auch der Bimodul seien mit einer * -Wirkung der YiOF¥-* -Algebra H vertraglich. Man nennt ^Syi 
einen ff-aquivarianten *-Aquivalenzbimodul, wenn zusdtzlich die Gleichungen fiir alle h S 

H und x,y £ ^Syi erfiillt sind. Sind zusdtzlich beide inneren Produkte vollstdndig positiv nennt man 
■bS'A einen ff-aquivarianten starken MORITA- Aquivalenzbimodul. 

Definition 1.3.12 (//-aquivariant MORiTA-aquivalente Algebren). 

Gegeben seien zwei * -Algebren A und 23, die beide mit einer H -Wirkung einer JiOPF-* -Algebra 
vertraglich sind. Man nennt die beiden Algebren //-aquivariant *-MORiTA-aquivalent (bzw. H- 
aquivariant stark MORlTA-aquivalentJ falls es einen H -dquivarianten * -MORlTA-Aquivalenzbimo- 
dul (bzw. H -dquivarianten starken yioHYT A- Aquivalenzbimodul) fiir die Algebren gibt. 

Satz 1.3.13 (-ff-aquivariante MORITA-Aquivalenz ist Aquivalenzrelation) . 

Fiir die idempotenten und nichtausgearteten * -Algebren mit * -Wirkungen einer Hopf-* -Algebra H 
ist H -dquivariante starke MORiTA-Aquivalenz eine Aquivalenzrelation. 

Desweiteren sind H -dquivariante * -isomorphe * -Algebren H-dquivariant stark MORiT A- dquivalent 
und damit auch H-dquivariant * -MORlTA-dquivalent. 

Beweis. Wir haben bereits mit Lemma 11.2.241 gezeigt. daB *- und starke MORITA-Aquivalenz eine 
Aquivalenzrelation sind. Es bleibt die ff-Aquivarianz zu zeigen. Fiir eines der kanonischen inneren 
Produkte auf a-^a ergibt sich 

h (a, b)j^ = h\> {a*b) = (/i(i) i> a*)(/i(2) o 6) = (5'(/i(i))* > a)*(/i(2)) c> b) 
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und auf ahnliche Weise verhalt es sich mit dem linksseitigen yi-wertigen inneren Produkt ■ 
Um die Symmetrie zu zeigen bendtigen wir die induzierte if-Wirkung auf dem konjugierten Bimodul 
yi£s, die wir in Lemma 11.3.61 eingefiihrt haben. Die Transitivitat ist eine Folge von Lemma 11.3.81 
beziehungsweise der i7-aquivarianten RiEFFEL-Induktion, die wir in Definition 11.3.101 eingefiihrt 
haben. □ 



Kapitel 2 

MORITA-Aquivalenz von 
Cross-Produktalgebren 



Ziel dieses Kapitels ist es Cross-Produktalgebren AxiH zu studieren. Dabei werden wir das Picard- 
Gruppoid von Cross-Produktalgebren genauer betrachten und eine Verbindung zu der H-'aqui- 
varianten Theorie der zugrundeliegenden Algebra A herstellen. Eine Einfiihrung in die Cross- 
Produktalgebren findet sich in Anhang IA.3I sowie in 



Majid 



1995 1 ■ 



2.1 Cross-Produktalgebren von *-Darstellungen 

Seien im weiteren A und 23 *-Algebren mit Einselement und H sei eine HoPF-*-Algebra, so dafi 
{H,A,>) und (-ff, 'B,;>) *-Linksmodulalgebren sind. Dann sind Ay<sH und Sxiif Cross-Produktal- 
gebren nach Definition IA.3.l[ d. li. ist A eine *-Algebra und H eine HoPF-*-Algebra, dann ist die 
Cross-Produktalgebra als Raum das Tensorprodukt A®H, und Elemente sind von der Form a®h, 
wobei a ^ A und h £ H ist. Die Multiplikation zweier Elemente in AyiH ist gegeben durch 

{a h) ■ {b g) = a ■ o 6) (g) /i(2)fi, 

und die *-Involution durch 

(o(g) /i)* = /i*^) oa* (g) h*2y 
Lemma 2.1.1 (Isomorphie der Kategorien *-mod/f(yi) und *-mod{A>i H)). 

Die Kategorien *-modH(-A) und *-mod (yixi?) sind isomorph. Auf den Objekten ist die Isomorphie 
gegeben durch 

*-modH{A) 3 {^,tt) ^ (#C,7r) G *-mod (71 x if), (2.1.1) 

wobei 'K = als Prd-iilLBERT-Raum ist, und 7r(a 0h)(p = ■n[a)h\> (p mit G IK gilt. Auf den Mor- 
phismen T : (IKi,7ri) — {'K2,it2) ist die Isomorphie durch die Identitdtsabbildung gegeben. Analoges 
gilt auch fiir *-Mod, *-rep und *-Rep. 

Beweis. Der Beweis ist klar. Die Pra-HiLBERT-Raume sind als Raume identisch und die Morphis- 
men gehen durch den Identitatsfunktor ineinander iiber. □ 
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Proposition 2.1.2 (Positivitat). 

Sei uj : A^C ein H-invariantes, positives lineares Funktional und p : H ein positives lineares 
Funktional, dann ist auch oj <^ p : Axi H ^ C positiv. 

Beweis. Sei Oj <^ hi gegeben. Eine einfache Rechnung, die Invarianz von uj nutzend, gibt 
{co p) ((^Oj (g) hi^ (X^^i ^ ^i)) = '^^("■i"-j)piKf^j) ^ 0' 

und wenn sowohl uj als auch p positive linear e Funktionale sind, sind sie auch y ollstandig positiv 
(im Sinne vollstandig positiver Abbildungen) [Bursztyn WALDMANNll2001bl . Lemma 4.3]. □ 

Beispiele 2.1.3 (Positives Funktionale auiAyiH). 

i. ) Ein erstes Beispiel fiir ein positives Funktional auf Ay<iH ist wtge : AyiH — t- C, wobei oj positiv 

und //-invariant ist. Dabei bezeichnet £ : H^C die Koeins der HoPF-*-Algebra. 

ii. ) Allgemeiner gilt, dafi wenn x '■ H^C ein unitdrer Charakter, d. h. ein *-Homomorphismus 

ist, dann ist uj X '■ A><iH ein positives Funktional. 

Lemma 2.1.4 ((!B x i/,yi x F)-Bimodul). 

Sei £ *-'Tiod^,^(!B), dann wird £.(S>H durch die beiden Verkniipfungen 

• (x(g)/i) := (6 • 5(1) > x)(g)(5'(2)/i) und (xigi^) • (a(g)/i) := (x • 5^(1) > a)(g)(5'(2)/i) (2.1.2) 
zu einem {'ByiH,AyiH)-Bimodul. Desweiteren definiert 

{x(^g,y®h)Zi ■■= (5a) > {x,y)X)®gl,,h (2.1.3) 
ein A yi H-wertiges inneres Produkt auf £.^H, und es gilt 

{{h®g) ■ {x®h),y®k)Zi = {h®9)* ■ {y®k))Zi. (2-1-4) 

Beweis. Zuerst mufi man zeigen, daB es sich bei -ByiH^^H js^u um einen Bimodul handelt. Dazu 
rechnet man nach 

{{h®h){b' ®h')) ■ {x(^g) = (6(/i(i) i> 6')®^(2)^') • {x'^g) 

= b{h^i) >b') ■ ((/i{2)/i'){i) l>a;)(g)(/i(2)/i'){2)5' 
= 6(/i(i) b') • (/i(2)(i) /i'(i) x)(g)/i(3)/i'(2)5 
= b- (/i(i) i> {b' • (/I'l) >2;)))®/i(2)/i'(2)fi' 
= (b^h) ■ {b'{h[^^ >x)0h[^^g) 
= (b^h) ■ {{b'0h') ■ {x0g)) 

und analog zeigt man die A xi i/-Rechtswirkung beziehungsweise die Vertraglichkeit der A x H- 
Rechtswirkung mit der S x //-Linkswirkung. Aufgrund der „symmetrischen" Struktur reicht es, 
nur eine Wirkung zu zeigen. Desweiteren ist zu zeigen, dafi das innere Produkt auf -hyiH^^H j^^u 
sinnvoll definiert ist. Die C-Sesquilinearitat kann man gleich ablesen. Die *-Involution des inneren 
Produkts enspricht der Vertauschung der Argumente, wie die folgende Rechnung zeigt. 
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((x®5, x'(S)9')^jj) = (5*1) > (x, x%0g*,^g'^ 

= {9^9X2) ^ (5*1) ^ (^'^'>1) ® {912)9X2) 

= 9*1)' (5'(5'(*i))5'*2))* i> ((2;, x')^^ (S)g[2)*9(3) 

= 9'(i)£i9(i)) ^ {x',x)^'S)g[2)9(2) 
= 9[i) > {x',x)^(g)g[2^g 

Im vorletzten Schritt nutzt man die Linearitat von ® beziiglich Elementen in C sowie die Tatsache, 
dafi in einer HOPF-Algebra e(/i(i))/i(2) = h ist. 

Bleibt zu zeigen, dafi das A xi iif-wertige innere Produkt mit der A x //-Rechtswirkung vertraglich 
ist 



{x®g, {x'(g)g') ■ {a(E>h))^^ = {x(g)g, x' ■ {g^^ > a) (^9[2)h)^fj 

= g*,^ > {x, x' ■ (5(1) > a) )\®g*^^g\.,^h 
= 9m > {{x, {g[^^ > a)) ® 5*2) 5^2)^ 
5*1) ^ {^^^Xa) {9*2)9[i)>a)®9*i)9[2)h 
9*1) > {x,xXj^® 9*2)9'') {a®h) 
= {x®g, {x'(^gX!^H (a'^^) • 

□ 

Bemerkung 2.1.5 ("B x i/-wertiges inneres Produkt). 

Wir konnen auf £, ^ H auch ein "B xi ff-wertiges inneres Produkt definieren, wenn der Bimodul 
"bE-a ™it einem 23-wertigen inneren Produkt ausgestattet ist. Analog zu Lemma 12.1.41 erbt das 
B X i7-wertige innere Produkt alle Strukturen. 

Bemerkung 2.1.6 (Ausartungsraum von £ (8) H). 

Es kann passieren, dafi das innere Produkt (•, •)^^ ausgeartet ist. Ist dies der Fall, so geht man 
zum Quotienten 

£xif = £«)i//(£»if)^ (2.1.5) 
liber, der mit der Bimodulstruktur und den inneren Produkten vertraglich ist. 



Jansen fc Waldmann 



2006. Lem- 



Satz 2.1.7 (Vollstandige Positivitat und Nichtausgeartetheit, 
ma 6.6]). 

Sei s£yi G *-rep^ j^(25), dann ist das innere Produkt vollstandig positiv, woraus folgt, dafi 

•ByiH^^ Hji^fj G * -rep J^^u{'B xi H) eine *-Darstellung auf einem Prd-Yi\LB^KT-Modul ist. Deswei- 
teren ist far ^8,^ G *-Mod^,H(S) Ti^H^yiHj^H G *-Mod^,ff(B x i/) und ^Eji G *-Rep^_^(S) 
■B>,HE>iHji^ e *-Rep^^(SxF). 
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Beweis. Seien ^W^... g £ o gegeben und sei = Xll^i ^i"' <^ ^i"' ™it ^ S und 

/if' E und m sei ohne Einschrankung der Allgemeinheit fiir alle a = l,...,n dasselbe. Dann gilt 

m 

i,e=i 

Wir definieren die folgende Abbildung 

/ : Mnm{A) 3A = (A^/) ^ ((/if')*,) > A"/ {h^X^A'^) ^ Mnm{A>4H), 
die positiv ist, wie die folgende Rechnung zeigt: 

f{A*A) = ((/if)*,, > {{Al^lTAl^) {h^XAn 

7,fc 
7,fc 
7,fc 

= (A0/i)*(A0/i). 

Dabei ist A® /i e M„m(-AxiJ) gegeben durch die Koeffizientenmatrix (A(g) /i)°f = O /if \ Also 
ist /(A* A) G M„„(Axi7)++, da / positiv ist. Weil {{x'f\xfX) ^ine positive Matrix in M„m(A) 
ist, da das innere Produkt (•, vollstandig positiv ist, ist auch die A bbildung / (^((x':"\xf^Y^)^ 
posit iv. Die Summation iiber i, i ist eine positive Abbildung, wie in [BURSZTYN &: Waldmann 



20031 . Example 2.1] gezeigt wurde, und das Ergebnis ist wieder positiv. Somit ist die vollstandige 
Positivitat des inneren Produkts (•, •)Jj^ gezeigt, und die vollstandige Positivitat von (•, •)Ji^ folgt. 
Zu zeigen, daB die inneren Produkte nicht ausgeartet sind, ist trivial. □ 

Bemerkung 2.1.8. 

Im Fall daB die Algebra A mit einem Einselement ausgestattet ist, vereinfacht sich der Beweis zu 
Satz 12.1.7^ denn man sieht an folgendem Ausdruck leicht 

{x0g,y^ h)XtS = (1^ ® g)* ((x, y)j ® 1^) (1^ ^ h) 

die vollstandige Positivitat von (•,-)Ji^- 

Wir wollen nun zeigen, daB der Ubergang von einem ^T-aquivarianten Bimodul mit inneren Pro- 
dukten s£yi zu dem Bimodul sxi_f/£ ^Hjiy,H funktoriell geschieht. 

Lemma 2.1.9 (Verschrankungsoperator). 

Sei T : s£yi— ein Verschrankungsoperator zwischen TiS-a, 'r'^a G *-nodji, 1/(23), dann ist die 
Abbildung T id^ : S, H ^ 3^ H ein Verschrankungsoperator zwischen £. Xi H und 3' y\ H G 
*-mod^>aH('B X -ff), dessen Adjungierte durch T* (8) id^ gegeben ist. 

Beweis. Der Beweis nutzt die iJ-Aquivarianz von T, sowie die Existenz des adjungierten Operators 
T*. □ 



Damit sind wir nun in der Lage die folgende Proposition zu formulieren. 
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Proposition 2.1.10 (Die funktorielle Abbildung -xff). 
Die Abbildung 



(2.1.6) 



ist ein Funktor. Auf den Objekten bildet der Funktor Bimoduln auf deren Cross-Produktalgebren ab 
£ I— 7- £,yiH und auf den Morphismen die Bimodulmorphismen auf das Tensorprodukt der Morphismen 
mit der Identitat auf der YioVF-* -Algebra T i— )• T(8' id^. Die Einschrdnkung auf die Unterkategorien 
von *-mod^_H(23) liefert die folgenden Funktoren 



■>iH 



*-Mod^,^(S)^ *-Mod^,^(a3xi/), 

*-rep,,,(S)^*-rep,,,(Sxi/), 

*-Rep^.^(25)^*-Rep^,^(25xi7). 



(2.1.7) 
(2.1.8) 
(2.1.9) 



Da wir iiber die MORITA-Aquivalenz sowie das PiCARD-Gruppoid von Cross-Produktalgebren reden 
wollen, miissen wir die Vertraglichkeit des in Proposition 12.1.101 beschriebenen Funktors mit der 
RiEFFEL-Induktion, das heii3t mit dem Tensorieren von Bimoduln, priifen. 

Proposition 2.1.11. 

Sei nun e3"s G *-nodB,H(C) und s£yi G *-mod^^^(23), dann existieren die beiden folgenden kano- 
nischen Isomorphismen. 
i.) Die Abbildung 

h :exi/3">J -ffsxii/ ®'B>>H T.yiH^ X Hji^H e(3" (^3 ^ 
{x ® g) (gi-s^H {y®h)^ [x §s (5(1) y)) (g) g^2)h 

ist ein kanonischer Isomorphismus von * -Darstellungen von QyiH auf Ayi H-Rechtsmoduln 
mit innerem Produkt. 
a.) Die Abbildung 

h :£xi?->£xi?, X (g) /i M> Fx (Xi /i*2), (2.1.11) 

ist ein kanonischer Isomorphismus von HyiH -Rechtsdarstellungen auf Ay\H -Linksmoduln mit 
inneren Produkten. Das Inverse ist explizit gegeben durch 



(2.1.10) 



l2^{x®h) = t> X (g) ^*2; 



(2.1.12) 



Beweis. Es ist leicht zu selien, daB die Abbildung Ii eine wohldefinierte Bimodulabbildung iiber 
dem Tensorprodukt (8)sxh ist. Fiir die Isometrie rechnen wir nach 

{{x §s (5(1) > y)) ® 9(2)h, (x' gs (gl^ > y')) <g) ^(a)^')^!^^''"'' 



ih*i^9*(2)) > {x (5(1) >y),x' (gs {gl^ > y'))T) ® K2)9(3)9[2)h' 
{h*i)9*{2)) > {dw > y, {x, 2;')^ • (fi([i) y'))^) h*2)9*:s)9[2)h' 
Kd ^ {iSi9*2)T9(i))^y^9*(3) > {{x,x% ■ (9[i)>y')))^ h*2)9li)9[2)h' 
Kd ^ (9*1) > {x, x')^) • (5'{*2)fi'a)) ^y'),)'^ h*2)9t)9[2)h' 



yCS)h, (^(5*,) (x, x\) ■ {gl2)9')m > y'j ^ (5*2) 5') (2)^') 
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y(^h, i^ig*,^ > {x, xX) «) g*,^g'j • {y' h') 
l^y ®h,{x® g, x' 5')^^^ • (y' /i')) 



= {{x^g)0^{y0h), {x' g') 0^ {y' ® /i')>J^'®<^^"^ 

wodurch die Abbildung Ii schon auf der Ebene des Tensorprodukts ®^ isometrisch wird, und 
nicht erst nach der Quotientenbildung zu Injektivitat folgt, da die Quotienten beider inneren 
Produkte nichtausgeartet sind. Die Surjektivitat ist offensichtlich, da {x®1h) {y h) ^ {x (8)5 
y)®h. Somit ist Ii ein Isomorphismus. Im folgenden Sinn kann man die Abbildung Ii als kanonisch 
ansehen: 

Seien S : eS'^— )-e3"'s und T : sSyi— )-s£'yi Morphismen in den Kategorien *-mods,H(C) und 
*-modyi,if(23), dann ist S T ein Morphismus in *-mod^^^(C) und S (8) idj^ bzw. T (g) idjj die 
korrespondierenden Morphismen in *-modBxii (C x -ff) bzw. *-mod^>ajj(S xi i/), nach Lemma 12.1.91 
Die Abbildung Ii ist kompatibel mit den Morphismen und es gilt 

(T id^)) = ((5 T) (g) id^) o Ii. 

Der zweite Teil folgt aus der einfachen, jedoch langlichen Rechnung, daB I2 ein Bimodulmorphismus 
ist und die notwendige C-Linearitat besitzt. Die Isometrie folgt aus der folgenden Rechnung: 

juH{h{x<S)g), h{y ® h)Y''" 
=A»H {(9*1) >x)(g) 5*2), >y)(^ h*^)Y''" 
=juH{S{gl))* >x® gl,^,S{hl,,Y >y® 



Hi) 



= (5(*3)>yi((5(2)5'-i(5'(i)))>a;, (/i(2)5'-H^(i)))'>y) )«'5(*4)^{3) 
= (5*1) > (2;, ®5(*2)/i 
=A»H {x(S>g,y(S)h) . 

Analog zu Ii zeigt man die Vertraglichkeit von I2 mit den Verschrankungsoperatoren. □ 
Die Vertraglichkeit der Funktoren konnen wir im folgenden Diagramm graphisch verdeutlichen. 

KoroUar 2.1.12. 

Das folgende Diagramm 

(e) X *-mod^,^(:B) *-mod^,^(e) 

{■xH)x{-xH) -m (2.1.13) 

Y Y 

{Q^H)x *-mod^(Sxif) ^ * -mod ^^h{Q^H) 



kommutiert im funktoriellen Sinne, d. h. bis auf die natiirliche Transformation Ii . 
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2.2 Das PiCARD-Gruppoid von Cross-Produktalgebren 

Nach der Betrachtung von allgemeinen *-Darstellungen, wollen wir uns nun den Cross-Produktal- 
gebren widmen, die wir mit Hilfe des Funktors • xi H aus MORITA-Aquivalenzbimoduln erhalten. 
Diese werden sich ebenfalls als Aquivalenzbimoduln herausstellen, so dai3 wir darauf aufbauend das 
PiCARD-Gruppoid von Cross-Produktalgebren betrachten konnen. 

Lemma 2.2.1. 

Sei-z&A ein H-dquivarianter*-MORiTA-AquivalenzbiTnodul (bzw. starker MORiTA-Aquivalenzbimo- 
dul), so ist saH £■ ^ H j^yiH fnit den induzierten inneren Produkten ein * -MORiTA-Aquivalenzbimodul 
(bzw. starker MORIT A- A quivalenzbimodul) fiir die Algebren "BxiH undAxiH. 

Beweis. Der Bimodul E®H hat die beiden geerbten inneren Produkt ^^(•, •)^®^ und (•, •)^^^ , die 
wie folgt definiert sind 

(g) /l, x' (g) h'y^" = (^/l(2) >23 ('S'"^(/l{i)) > X, S~'^{h\,^ > x')Y^ (g /l(3)/l'(2) 

=23(x,5(/i(i))*5"\/i'(i)) oa;^ g) /i(2)/i'*2)' 

und analog das A x iJ-wertige Produkt aus Lemma 12.1.41 

{x ®h,x' ® h'Yj^^^ = (x, x'Y^ (g 

= > X, /i*2) > x')l ® h*,^h'. 

Beide inneren Produkte sind mit der (S xi xi i7 )-Bimodulstruktur vertraglich und haben die 
richtigen Linearitat. Wir miissen nun zeigen, dafi die beiden inneren Produkte miteinander ver- 
traglich sind. Dies ist eine einfache Konsequenz aus der Vertraglichkeit der inneren Produkte des 
Aquivalenzbimoduls •b^a, denn es gilt 

Hah{x® g^y^h)""^" ■{z®k)= (^4^x, S{g(i))* S^'^ {h^^)) \> vY ® g(2)h*.,^ ■ {z ® k) 

=s (a;, 5'(5'(i))*S'"^(/i(i)) vY (g> g(2)h*2) ( (5(2) /i*2) ) > z) g{Z)h%)k 
= X ■ ((S'(5((i))*S'"^(/i(i))) i> y, {g(2)h*2)) > ® g(3)hl^)k 
= ix<^g)- ( (5^^/1(1) )>y,/i*2)>2>^®/i(3)A;) 

= {x(g)g) ■ > {y, z)X (g h*2^k) 
= (x^g) ■ {y0h,z^k)^^. 

Der Ausartungsraum der beiden inneren Produkte auf cb>^h£ "X" Hj^y^u ist der gleiche, daher kann 
man auf eindeutige Weise £ x if definieren. Falls S • £ = s£yi = sSyi • A, so ist auch £ x stark 
nichtausgeartet fiir beide Modulstrukturen. Aus der Vollheit der inneren Produkte von 'b^a folgt 
automatisch die Vollheit der inneren Produkte auf T,>di^>^ Hj^^h- Sei a = (a^i, yi)Ji, dann ist 
offensichtlich 

a (g /i = ^ (xj (g 1h, (gi h)^J^, 

i 
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wodurch wir die Vollheit von (•, gezeigt haben. Analog zeigt man die Vollheit von -^y^fji-, •)^^^. 
Damit wird sxi^£ x Hji-^h zu einem *-MORiTA-Aquivalenzbimodul. Da die vollstandige Positivitat 
der inneren Produkte durch die Konstruktion der Cross-Produktalgebra erhalten bleibt folgt, daB 
'BxiH^^ HjiyiH ein starker MORITA-Aquivalenzbimodul ist, wenn es •bE-a war. □ 

Wenden wir nun Lemma 12.1.91 auf Aquivalenzbimoduln an, so erhalten wir das folgende Korollar. 
Korollar 2.2.2. 

Seien ■sS-A und ■sS'a isomorphe, H-dquivariante (*-, starke) MORITA-Aquivalenzbimoduln, undT : 
2£yi~^s3\/l e^'^ Isomorphismus, dann ist die Ahhildung 

T ®\6h : 'By>HE>iHA>,H^'By>H'3'>iHAm {2.2.1) 
ein Isomorphismus von (*-, starken) MORITA-Aquivalenzbimoduln. 

Lemma 2.2.3. 

Die Abbildung 

/s : A-^A 3 x^h^ x^he axH-A x Haxh (2.2.2) 
ist ein Isomorphismus zwischen starken yiOKYT A- Aquivalenzbimoduln. 

Beweis. Da wir davon ausgehen, daB Ayi H nichtausgeartet ist, sind die inneren Produkte ohne 
Quotientenbildung nichtausgeartet. Es ist leicht zu zeigen, daB die Bimodulstrukturen sowie die 
inneren Produkte auf A® H beiden Interpretationen zusammenfallen. □ 

Wir sind nun in der Lage folgendes wichtiges Ergebnis zu formulieren. 
Satz 2.2.4 (Cross-Produkt induziert Gruppoidmorphismus). 

Die durch die ^^iovF-* -Algebra H erhaltenen Cross- Produkte induzieren die Gruppoidmorphismen 

■yiH : Pi4 ^ Pic* (2.2.3) 

und 

■y^H: Picf ^ P\e^' . (2.2.4) 

Dabei werden die Einselemente a-Aa G Obj(Pic^) auf die Cross-Produktalgebren AxiH abgebildet 
und Pfeile [■bE-a] G Morph(Pic^) auf die Pfeile [s>di E yi H axh] G P\c*{'B><\H,AxH). Analoges gilt 
fiir den starken Fall. 

Beweis. Der Beweis ist eine Folge der zuvor gezeigten Lemmata. Aufgrund des Korollars 12.2.21 ist 
•XI if auf den Isomorphieklassen wohldefiniert. Die Abbildung I^ aus Lemma 12.2.31 garantiert. daB 
Einselemente auf Einselemente abgebildet werden. Desweiteren sichert eine Erweiterung von Pro- 
position [2XTT1 daB Tensorprodukte auf Tensorprodukte abgebildet werden - inklusive der dadurch 
induzierten inneren Produkte. Im Fall von Aquivalenzbimoduln legt ein inneres Produkt das ande- 
re aufgrund der Kompatibilitat fest. Weiter stellt I2 aus Proposition I2.1.1T] sicher. dafi konjugiert 
komplexe Bimoduln auf konjugiert komplexe Bimoduln abgebildet werden. Demnach werden Pro- 
dukte und Inverse aus Pic^ auf Produkte und Inverse in Pic* abgebildet und analog fiir PicJ"^ nach 
Pic^*''. □ 
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Aus dem Satz ergeben sich nun zwei einfache Korollare. 

KoroUar 2.2.5 (MORITA-Aquivalenz von Cross-Produktalgebren). 

Seien A und S zwei H -dquivariante stark M.OR1T A- dquivalente Algebren, dann sind Ay\H und 'By\H 
stark MORIT A- dquivalente Cross-Produktalgebren. Analoges gilt, wenn man stark durch *- ersetzt. 

Korollar 2.2.6 (Gruppenhomomorphismus). 
Die Abbildungen 

P\c*„{A)^ P\c*{A>iH) und P\e^' (A) ^ P\e^' {A >i H) (2.2.5) 
sind Gruppenhomomorphismen. 

2.3 Das Beispiel Picf (C) ^ P\e''{H) 

Wir wollen die in diesem Kapitel erarbeiteten Techniken an dem einfachen, jedoch interessanten 
Beispiel PicJ''(C)— > P\c^^''{H) veranschaulichen. Das heifit .A = C ausgestattet mit der trivialen 
Wirkung der HoPF-*-Algebra H. In diesem Fall vereinfacht sich die Cross-Produktalgebra, da 
Q^H = H ist. 

Lemma 2.3.1. 

Sei nun x G GL(/7, C), dann gilt 

Q x-\h) = x{s-'m = x{S{h)). 

a.) X £ U(ff, C) genau dann wenn x{h*) = x{h)- 

Hi.) Die Abbildung ^^{h) := x(5'(/i(i)))/i(2) definiert einen Automorphismus G Aut(iJ) und 

G Aut*(i7) falls X G U(//, C). 
iv.) Die Abbildung 

Gl{H, C) 9 X ^ e /Kut{H) (2.3.1) 

ist ein injektiver Gruppenhomomorphismus. 
V.) Die Abbildung ist genau dann ein innerer Automorphimus, wenn X = ^ '^st. 

Beweis. Offensichtlich ist x^^(^) = xi^^^^ih)) dmxh Gleichung ()A.2.22p wohldefiniert, wenn die 
Wirkung trivial ist. Desweiteren definiert x(5'(/i)) ein Inverses beziiglich des Konvolutionsprodukts 
und aufgrund der Eindeutigkeit ist x{S{h)) = x^^(^)- Den zweiten Teil zeigen wir, indem wir 
x{h) '■= x(^*) definieren. Nutzen wir iv.) und die Unitaritatsbedingung (vgl. Definition lA. 2. 33) if. )) 
flir X, dann sehen wir, daf^ x ein Inverses zu x~^ beziiglich des Konvolutionsprodukts ist und damit 
gleich X sein muf5. Die umgekehrte Richtung ist trivial. Fiir Teil Hi.) und iv.) zeigen wir schnell, daC 
ein Homomorphismus ist, d. h. es gilt = id und ^^(gh) = ^^{g)^^(h). Da x £ U(if, C) ist 
^^{h*) = $^(/i)*. Desweiteren rechnen wir nach, dai^ $>^o$* = $'^**, woraus die Bijektivitat von 
folgt, und Gleichung (j2.3.ip ist ein Gruppenhomomorphismus. Fiir die Injektivitat sei ^^{h) = h. 
Wendet man nun e darauf an, so ergibt sich sofort x{S{h)) = e{h) woraus x = e folgt. □ 



Lemma 12.3.11 ist eine Verallgemeinerung der bekannten Konstruktion von Automorphismen der 
Gruppenalgebra C[G] aus den Charakteren der Gruppe G. Die Gruppe \J{H,C) gibt immer einen 
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nichttrivialen Beitrag zur PiCARD-Gruppe Pid*''(ff). So folgt aus BURSZTYN &: Waldm annI|2004 . 



Gleichung (2.4)], daB es den injektiven Gruppenhomomorphismus gibt: 

{J{H,q B ii'^'') e Plc'^'iH). (2.3.2) 
Desweiteren ist klar, dafi die Cross-Produktalgebra Cy\H aufgrund der kanonischen Identifikation 

Cy\H3z®h^zh^H 

nur die HOPF-Algebra selbst H ist. Der Gruppoidmorphismus • yiH liefert damit einen Gruppen- 
homomorphismus 

Picf (C)^ Pic^*'-(F). (2.3.3) 

Da das Zentrum von C trivial ist, gilt U(ff, C) = \}q{H,Q) (Vergleiche hierzu Bemerkung IA.2.39]) 
und ferner ist Uo(i?, C) eine Untergruppe von Pic2'^(C), so dafi wir folgende Proposition formulieren 
konnen. 

Proposition 2.3.2. 

Das folgende Diagramm von Gruppenhomomorphismen kommutiert 

\J{H,q^ ^ P\cf{C) 

•xff (2.3.4) 

Aut*{H) ^ P\e''{H) 

wobei U{H,C) als Untergruppe von P\c^^^{H) verstanden wird. 

Beweis. Sei nun x S [J{H,C) = Uo{H,C). Das Bild von x in P'cS'^CC) ist gegeben durch die 
Isomorphieklassen der trivialen Bimoduln C mit den kanonischen inneren Produkten und H- 
Wirkungen h>^ z = x(^(i))^(2) > z = xih)z. Wir bezeichnen diesen Bimodul mit C^. Dann bilden 
wir [C^] auf [C'^ yiH] ab, wobei C^yiH = H als C-Modul. Die ff-Modulstruktur ist gegeben durch 
5'^ = x{9{i))9(2)h = ^(5)^ = 9--s>xh, und die kanonische -ff-Rechtsmodulstruktur. Das linkslinea- 
re innere Produkt ist gegeben durch ^^(gh*), das rechtslineare ist das kanonische. Damit ist C^xff 
isomorph zu ^x(h)Hh^ dessen Klasse in Plc^^'^lH) ist nun Damit ist die Kommutativitat von 

Diagramm (j2.3.4p gezeigt. □ 

Sei nun C ein algebraisch a bgeschlossener Ko rper, was genau dann der Fall ist, wenn R ein reell 



abgeschlossener Korper ist JacobsonI Il985l . Section 5.1], so konnen wir das Diagramm (12.3.4^ 
genauer untersuchen. 

KoroUar 2.3.3. 

Sei C ein algebraisch abgeschlossener Korper, dann ist 
I.) Pic^*'-(C) = {id}, 

a.) Picf(c) = u(/i',c) = Uo(ii',c), 

Hi.) die Abbildung Pic^'^(C)— >• P\c^^^{H) injektiv und ihr Bild ist durch das Diagramm \2.3.4^ 
hen. 
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Beweis. Der einzige Aquivalenzbimodul bis auf Isomorphie ist der eindimensionale Vektorraum C 
mit dem kanonischen, positiv definiten inneren Produkt {z,w)q = zw. In diesem Fall ist Pic*(C) = 
1i2- Der zweite Teil folgt unmittelbar aus Proposition ??. Der dritte Teil ist eine Folge aus Propo- 
sition \2X2[ □ 



Kapitel 3 

Sternprodukte 



3.1 Das Quantisierungsproblem 

In diesem Abschnitt soil eine kurze Einfiihrung in das Problem des Quant isierens gegeben wer 



den. Eine sehr ausfiihrliche Beschreibung findet sich in [WaldmannI l2004bl | . Unter Quantisieren 
verstehen wir den ProzeB von einer gegebenen klassischen Mechanik auf eine Quantenmechanik 
zu schliefien. Dieses Unterfangen erweist sich im allgemeinen als beliebig schwierig und keineswegs 
eindeutig. Wahrend die Konzepte (und deren Formulierung) in der klassischen Mechanik klar sind 
und prinzipiell keine Probleme bereiten, stellt es sich als aufierst schwierig - wenn nicht sogar als 
unmoglich - heraus, eine a priori- Quantenmechanik zu forraulieren. Eine Ausnahme bildet hi er die 



axiomatische Quantenfeldtheorie |Haag KastlerI Il964l : IStreater fc WlGHTMANl l200Cll | , mit 



der man bisher allerdings kein Beispiel aufier dem freien Teilchen beschreiben kann. Daher versucht 
man ausgehend von einem bekannten klassischen System eine Quantisierung anzugeben. Leider 
existiert kein „Quantisierungsfunktor", mit dessen Hilfe man zu der klassischen Beschreibung eines 
physikalischen Systems eine eindeutige quantenmechanische angeben konnte. 

Man beachte, dafi die Quantisierung deshalb notwendig ist, weil die klassische Beschreibung diverser 
Phanomene in der Physik nur unzureichend ist. Quantisierung ist somit kein ProzeB, den man dem 
System aufzwingt, sondern die zu beschreibenden Phanomene sind bereits quantenmechanischer 
Natur, und es ist die klassische Beschreibung, die mangelhaft ist. Dies bedeutet allerdings nicht, 
dafi die klassische Mechanik keine Berechtigung hat, vielmehr ist es davon abhangig auf welcher 
Skala wir messen. Mochten wir die Bewegung eines Planeten um die Sonne beschreiben oder die 
Bewegung eines Elektrons um einen Atomkern, so haben wir es (im wesentlichen) in beiden Fallen 
mit einer Zentralkraft (dem KEPLER-Problem) zu tun, und die Probleme scheinen ahnlicher Natur 
zu sein. Im Falle der Planeten liefert uns die klassische Mechanik, d. h. die NEWTONsche Mechanik 
sowie die (Allgemeine) Relativitatstheorie ein korrektes Ergebnis, das mit all unseren Messungen 
(im Rahmen der verfiigbaren Mefigenauigkeit) iibereinstimmt, so daB wir nie auf die Idee kamen, 
das Modell anzuzweifeln. Die klassische Mechanik ist in der Astrophysik eine sehr gute Naherung. 
Im Falle des Atomkerns hingegen versagt die klassische Theorie, und wir brauchen eine andere (wie 
sich herausstellen wird allgemeinere) Beschreibung, um z. B. das Energiespektrum eines Wasser- 
stoffatoms zu bestimmen. Hier spielt die Naturkonstante h, das PLANCKsche Wirkungsquantum, 
eine wichtige Rolle. Es hat die Einheit einer Wirkung und wahrend im ersten Beispiel h verschwin- 
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dend klein im Vergleich zur Wirkung der Planten ist, macht sich die quantenmechanische Natur im 
zweiten Beispiel deutlich bemerkbar. 

Wir wollen somit eine quantenmechanische Theorie haben, die eine Verallgemeinerung dcr klassi- 
schcn Thcoric darstcUt. Daravis rcsulticrt die Fordcrung, dafi man von jcdcr quantcnmechanischen 
Theorie auf eine eindeutige Weise zuriick zu einer klassischen Theorie kommen mui3, d. h. den 
klassischen Limes „^— >0" bilden konnen mufi. In der Physik bezeichnet man diesen Prozefi auch 
als Quantenkorrekturen vemachldssigen. Diese Sprechweise ist jedoch mifiverstandUch, da sie aus 
den obigen Griinden ein falsches Bild von der Physik vermittelt. 

Was es letztendhch bedeutet, von der quantenmechanischen Beschreibung zur klassischen zu ge- 
langen, ist im Rahmen dcr kanonischen Quantisierung ein nichttrivialer Prozefi und daher mit 
Vorsicht zu behandcln. Im Rahmen der Deformationsquantisierung soil motiviert werden wie dieser 
Grenziibergang zu verstehen ist. 

3.2 Kanonische Quantisierung (auf dem R^") 
3.2.1 Axiomatische Betrachtung einer Quantenmechanik 

Es liegt nahe, uns die Gemeinsamkeiten und Unterschiede der (nichtrelativistischen) klassischen 
HAMlLTONschen Mechanik und der Quantenmechanik nach den Ideen von Heisenberg vor Augen 
zu fiihren. 

Das zentrale Objekt bei unserer Betrachtung wird die Observable sein. Eine Observable ist ei- 
ne durch physikalische Experimente mefibare Kenngrofie, wie zum Beispiel Ort, Energie, Impuls 
odcr Drchimpuls. In der klassischen Theorie ist die Observablenalgebra eine assoziative PoiSSON- 
*-Algebra A^i C C°°{M), wobei (M, A) eine PoiSSON-Mannigfaltigkeit ist. Die Motivation, ei- 
ne PoiSSON-Mannigfaltigkeit zu betrachten, liegt darin begriindet, dafi die einzige „iiberlebende" 
Struktur die PoiSSON-Klammer sein wird. Durch die Wahl der glatten Funktionen auf der PoiSSON- 
Mannigfaltigkeit wahlen wir zum einen eine moglichst „angenehme" Funktionenklasse, zum anderen 
ist jedes reale physikalische System beliebig gut durch glatte FTinktioncn zu approximieren. 
Die reinen Zustande sind Punkte im Phasenraum M, die gemischten Zustdnde positive BOREL-Mafie 
/i auf M. Ein Erwartungswert ist die Integrationen eines Elementes / G A^i iiber das BOREL-Mafi. 
Die Zeitentwicklung einer Observablen / ist durch die HAMILTON-Funktion H gegeben und stellt 
sich infinitesimal dar als 



Dem gegeniiber steht die Quantenmechanik. Die Observablenalgebra Aqm ist eine im allgemeinen 
nichtkommutative, assoziative *-Unteralgebra von (beschrankten sowie unbeschrankten) Operato- 
ren auf 2? C i^, wobei Sj ein HiLBERT-Raum ist und 2) ein gemeinsamer, dichter Definitionsbereich. 
Die Nichtkommutativitat spiegelt sich insbesondere in der HElSENBERGschen Unscharferelation 
wider 



4-m = {m,H}. 



(3.2.1) 



[Pj,Q'] = -ihdi\ds,. 



(3.2.2) 
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Die reinen Zustande werden durch Aquivalenzklassen von (nichtverschwindenden) Vektoren tp £ D 
beschrieben. Dabei sind zwei Vektoren genau dann aquivalent, wenn sie auf dem gleichen Strahl 
liegen, d. h. ijj ijj' 4^ = cip' mit c G C\{0}. Somit sind reine Zustande eine Untermenge des 
projektiven HiLBERT-Raums Fi^. Man beachte, dafi in der Natur nicht alle denkbaren Zustande 
realisiert werden, da die Vektoren, die den Strahl [■0] E Fi^ reprasentieren, im Definitionsbereich 
D aller physikalisch relevanten Observablen liegen miissen. Die gemischten Zustande werden durch 
Dichtematrizen g realisiert. Der Erwartungswert eines Operators A E Aqm ist definiert als tr^gA), 
der Spur iiber die Dichtematrix multipliziert mit A. Sowohl klassisch wie quantenmechanisch for- 
dern wir von einer Observablen, daB sie ein reelles Spektrum besitzt. Daher beschranken wir uns in 
der klassischen Mechanik auf reelle Observablen / = / und in der quantenmechanischen Beschrei- 
bung auf selbstadjungierte Operatoren A = A*. Aquivalent konnten wir Observable auch mittels 
normaler Operatoren beschreiben, da wir durch Linearkombination aus zwei normalen Operatoren 
einen selbstadjungierten gewinnen konnen und auf die gleiche Art wieder zuriickkommen. 
Die Zeitentwicklung einer Observablen ist durch den Kommutator mit dem Hamilton -Operator H 
gegeben 



Da Symmetrien im weiteren dieser Arbeit eine wichtige Rolle spielen werden, sei erwahnt, dafi 
diese in der klassischen Mechanik mittels einer LlE-Algebrawirkung von g durch Derivationen oder 
LlE-Gruppenwirkung durch Algebraautomorphismen auf von G auf M realisiert werden, in der 
Quantenmechanik mittels q- bzw. G-Darstellungen auf dem HiLBERT-Raum i^. 

3.2.2 Umsetzung der kanonischen Quantisierung im flachen Phasenraum 

Wie bereits erwahnt, wollen wir uns insbesondere mit der Observablenalgebra auseinandersetzten 
und funktional-analytische Aspekte vorerst aufier acht lassen. Eine offensichtliche Prage ist, wie die 
Umsetzung der Gleichung (j3.2.2p . der HEiSENBERGschen Unscharferelation, geschieht. Dies wollen 
wir ftir den einfachsten und sehr gut verstandenen Fall diskutieren. 

Dazu betrachten wir ein physikalisches System, dessen Phasenraum der F^" = T*F" mit der 
kanonischen symplektischen Form cjq = ~ X^j dp* A dqi und der daraus resultierenden PoiSSON- 
Klammer ist. 

Die kanonische Quantisierung geschieht, indem wir den Koordinatenfunktionen Differentialope- 
ratoren auf dem Pra-HiLBERT-Raum (Cq°(F") ,(•,•)) zuordnen. Dieser sind die Funktionen mit 
kompaktem Trager auf F" mit dem HERMiTEsche Produkt, dem L^-Skalarprodukt beziiglich des 
LEBESGUE-Mafies, das wie folgt gegeben ist: 



(3.2.3) 




(3.2.4) 



Sei nun ip E C^(F"'), dann definieren wir folgende Abbildungen 



'?*^Q':^^(g^(QV)(g)=gV(g)), 



(3.2.5) 
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Mit dieser Zuordnung werden wir Gleichung (j3.2.2p gerecht. Allerdings sieht man an dieser Stelle 
zweierlei. Zum einen ist aufgrund der Nichtkommutativitat der Operatoralgebra keine eindeutige 
Zuordnung von polynomialen Funktionen von der klassischen Seite auf Operatoren moglich. Dies 
liefert uns spater den Begriff der Ordnungsvorschrift. Zum anderen sehen wir bereits, dai3 die Defini- 
tion eines klassischen Limes „^— )• 0" auf der Operatoralgebra zu naiv ware, da jeder Impulsoperator 
auf die Null abgebildet wiirde. 

Die in Gleichung (j3.2.5p definierten Operatoren sind symmetrisch beziiglich des Skalarproduktes in 
Gleichung (l3XiD . d. h. = {Q'<P,i^) und {(p,Pji') = {Pj(l),i'), ferner bilden sie C^(1R") 

auf sich selbst ab. 



Weyl-, (Anti-) Standard- und K-Ordnung 

Nun mochten wir nicht nur eine Zuordnung fiir die Koordinatenfunktionen haben, sondern fiir alle 
Polynome auf dem R^", die wir mit Pol(lR^") bezeichnen. Da die Differentialoperatoren auf dem 
Pra-HlLBERT-Raum nicht kommutieren, miissen wir zusatzlich eine Ordnungsvorschrift angeben. 
Es ist beispielsweise vollig unklar, welcher Operator dem Produkt q'^pj entspricht, schlief51ich waren 
alle Linearkombinationen tPjQ^ + (1 — T)Q^Pj mit r G IR denkbar. Im folgenden werden wir eine 
sehr einfache Ordnungsvorschrift angeben, die Standardordnung, und aus dieser weitere entwickeln, 
sowie erste Sternprodukte erhalten. Bei der Standardordnung schreiben wir die Impulsoperatoren 
nach rechts, d. h. wir definieren fiir Polynome die C-lineare und injektive Abbildung ^^stdi bei der wir 
zuerst alle Impulse nach rechts schreiben und dann gemafi Gleichung (j3.2.5p ersetzen. Im weiteren sei 
DiffOp(R"') die Algebra der Differentialoperatoren mit glatten Koeffizientenfunktionen auf R" und 
DiffOpPol(lR,") sei die Algebra der Differentialoperatoren mit polynomialen Koeffizientenfunktionen 
auf R". 

Definiton und Lemma 3.2.1 (Die Standardordnung ^>std und die Symbolabbildung o"std). 
Die Standardordnung ist die Abbildung 

^std : Pol(R2")^DiffOp(R"), 

Die Umkehrabbildung astd ist gegeben durch 

(Jstd : DiffOpPol(R") 3 e'T^P^D (^e>«) G PoI(r2")^ (3.2.7) 
und wird als standardgeordnete Symbolabbildung bezeichnet. 
Wir konnen nun fiir eine Funktion / G Pol(lR^") C C°°(lR^") schreiben 



£'std(/) 



t-(- 

^n! V i 



dpi--- dpr. 



d" 



f?q*i • • • dq^" 



(3.2.8) 



n=0 ■"■ ^' ' u...i„ "^^ P=0 

Da wir uns bisher auf Pol(lR,^") beschrankt haben, liefert die Summe in Gleichung (|3.2.8p nur 
endlich viele Terme. Fassen wir den R^"^ als Kotangentialbiindel r*R" des Konfigurationraums R" 
auf, so bricht die Reihe auch dann ab, wenn wir uns auf Polynome in den Impulsen beschranken 
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und glatte Funktionen auf der Basis R", d. h. in den Orten zulassen. Man kann leicht zeigen, daJB 
fttd°crstd = idDifFOp(R") und crstd°Qst6 = idpoi(T*R") ist. Dabei bezeichnet Pol(T*]R,") die in den Impulsen 
polynomialen Funktionen und wir hatten gezeigt, dafi ^std eine Bijektion ist. 

Die Standardordnung erweist sich physikalisch als nicht sehr befriedigend, da reelle Polynome, 
d. h. observable Grol3en, im allgemeinen nicht auf symmetrische Operatoren abgebildet werden. 
Daher wollen wir weitere Ordnungsvorschriften angeben, unter anderem auch eine, bei der ebendies 
der Fall sein wird. 

Der bijektive NEUMAIER-Oper ator N,^, der im allgemeinen fiir beliebige Kotangentialbiindel T*Q 
definiert ist 



Neumaier 



200l|, stellt sich als sehr niitzlich heraus. Mit seiner Hilfe werden wir 



Ordnungen parametrisieren und so eine Familie von Ordnungen angeben konnen. Da wir im weiteren 
noch des ofteren auf den Operator zurtickgreifen werden, seien im folgenden einige Eigenschaften 
zusammengetr agen . 

Definiton und Lemma 3.2.2 (NEUMAIER-Operator fiir T*W). 
L)er NEUMAIER-Operator A^K : Pol(T*lR,") ^ Pol(r*lR") mit 

= un4 A = X;^ (3.2.9) 

ist fiir alle k G IR eine lineare, bijektive Abbildung mit den folgenden Eigenschaften: 
i.) N^^ = (Inverses), 

a.) (Nfi)'^ = fur alle a G IR, insbesondere ist Nq = id, 
Hi.) N^N^> = 



' K + K' J 



iv.) N^f = N^^f fiir alle f G Pol(r*R"). 

Nun kann man ausgehend von der Standardordnung eine Familie von Ordnungsvorschriften, die 
K-Ordnungen, angeben. 

Definition 3.2.3 (Die K-Ordnungsvorschrift). 

Sei Qst6 '■ Pol(T*lR,") — 7- DifFOp(lR,") die Standardordnungsvorschrift und der NEUMAIER-Operator 
fiirT*'M!^. Man definiert die K-Ordnung mittels 

■■= gst6 o ■■ Pol(r*R") ^ DiffOp(R"). (3.2.10) 

Desweiteren nennen wir 

0Wey\ ■= ei/2 = 05td O (3.2.11) 

die WEYL-Ordnung. 

Offensichtlich ist Qq = Qstd und fiir alle K-Ordnungen gilt g^ipi) = Pi und Qn{<t) = ■ Die WEYL- 
Ordnung wird sich als besonders wichtig herausstellen, da diese reelle Funktionen auf symmetrische 
Operatoren abbildet. Wir rechnen dazu fiir den adjungierten Operator zu ^std nach 

&td(/)^ = &td(iVi^7), (3.2.12) 
der im allgemeinen von Qsii{f) verschieden ist. Im Gegensatz dazu gilt fiir die WEYL-Ordnung 



^wey,(/)^ = qUN,^JY = QUN,%N,^f) = QUN^^f) = Q^M)- (3-2.13) 
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Dazu haben wir ausgenutzt, da6 N^^f = Ny^^f ist. Ferner sind wir nun in der Lage, eine explizite 
Form fiir ^^yi anzugeben: 



n=0 ii...in 



=0 dq^^ ■ ■ ■ 



(3.2.14) 



Dies cntspriclit der WEYLschen Symmctrisicrungsvorschrift, die cincm Polynom in Orts- und Im- 
pulsvariablen und Pi das vollstandig symmetrisierte Polynom in den zugehorigen Operatoren 
und Pi zuordnet. 

Beispiel 3.2.4 (Standardordnung und WEYL-Ordnung). 

Ein einf aches nichttriviales Beispiel ergibt sich fiir das Polynom (f'p. 

1 d 
Q^Uq'^p) = ^{Q'P + QPQ + PQ^) = -i^^ - (3-2-15) 

wohingegen wir in der Standardordnung 

estd(g'p) = Q^P = - (3.2.16) 

erhalten. 

Wick- und K-Ordnung 

Neben den bisher genannten Ordnungsvorschriften woUcn wir noch die z. B. in der Quantenfeldtheo- 
rie wichtige WiCK-Ordnung ^^wkk, sowie die verallgemeinerte ^^^j-Ordnung diskutieren. Wir fassen 
dazu den K,^*^ als C" mit der kanonischen komplexen Struktur auf und fiihren komplexe Koordi- 
naten 

= g» + ipj und z' = q'' - ipi (3.2.17) 

ein, wobei darauf zu achten ist, dafi man Orte und Impulse auf eine gemeinsame physikalische 
Einheit [Wirkung]2 skalieren muB. Dies geschieht beispielsweise mit einer Massen- und einer Pre- 
quenzskala. Die Quantisierung wird wic folgt realisiert. Wir betrachten den HiLBERT-Raum der 
quadratintegrablen Funktionen L^(C'*, d/Lt), wobei d/i das GAUSS-Mafi 

da( z,z) = — ^— e~l d^d^ (3.2.18) 
ist. Das zugehorige L^-Skalarprodukt ist gegeben durch 

<'^'^) = 7TTvr/ 0(^,^)V'(^,^)e~^dzdz. (3.2.19) 

Bemerkenswert ist, dafi der Raum der quadratintegrablen, antiholomorphen Funktionen einen ab- 
geschlossen Untervektorraum S) von L^(C", d/x) bildet, also selbst ein HiLBERT-Raum ist. Die 
Vektoren 

e.,...„(^) = {2hf'+-+^-{k^\ ■ ■ ■ K^r'^z^f' ■ ■ ■ {z^f- (3.2.20) 
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bilden ein vollstandiges Orthonormalsystem, d. h. eine HiLBERT-Basis in i^. Diesen Raum nennt 
man den BARGMANN-FoCK-i?a?im. Das Ziel ist nun eine Quantisierung fiir Polynome Pol(C") durch 
Operatoren auf anzugeben. Dabei bezeichnen wir mit Pol(C") die Polynome in z und^ auf C". 
Zu diesem Zweck definieren wir Erzeuger und Vernichter durch 

d 

4 = sowie Qj = 2h—j (3.2.21) 

(JZ-^ 

fiir alle i, j = {1, . . . , n}. Auf einem geeigneten Definitionsbereich J) ergibt sich 

{(t),akip) = (a\<j),ij)^ und aj,at = 2M- idj, . (3.2.22) 
Letztere Gleichung ist das Analogon zu Gleichung (j3.2.2p . 
Definition 3.2.5 (Die WiCK-Ordnung). 

Man definiert die WlCK- Ordnung, indem man die Erzeuger nach links schreiht. Fiir Monome ergibt 
sich 

£>wick :Pol(C")^DifFOp(C") 

■ z^^ ...a\ ai,---ai= {2hYz^^ ■ ■ ■ ^. (3.2.23) 



Diese Abbildung kann man auf Pol(C"') fortsetzen und fiir alle / E Pol(C") gilt 

QwM) = Yl risi dzi^---dzirdz^^...dz^^^^''' ■ "^'^ dz'^...ar^- ^^-^-^^^ 

r,s=0 

Analog zu den K-Ordnungen, bei denen wir ausgehend von g^td mittels A'^^ zu kamen, wollen wir 
auch liier einen Operator einfiihren, der uns verschiedene Ordnungen erzeugt: 



Sa-- 

Definition 3.2.6 (Die K-Ordnung). 

Die /t-Ordnung definiert man durch 



s"^^^^ mit A 



dz^dz 



(3.2.25) 



= £>wic. o Si--^ : Pol(C") ^ DiffOp(C"), 



(3.2.26) 



so dafi man fiir k = 1 die WiCK-Ordnung erhalt. Desweiteren liefert k = eine yVEYL-Ordnung 
in Erzeugern und Vernichtern und k = —1 nennt man Anti-WlCK-Ordnung. 



Die Operatoren g^ sind fiir alle f = f symmetrisch, und allgemein gilt 
Eine Motivation sowie ein ausfiilirlicher Beweis findet sich in Waldmann 



(3.2.27) 



2004b I . 
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Kapitel 3. Sternprodukte 



3.3 Sternprodukte fiir E^" und C 



Nach den Voriiberlegungen in Kapitel 13.21 ist der Weg zu Sternprodukten nicht mehr weit. Die Idee 
besteht darin, auf den Funktionen des Phasenraums ein assoziatives, nichtkommutatives Produkt 
einzufiihren, bei dem der Kommutat qr in erster Ord nung das i/l-fache ein er PoiSSON-Klammer ist. 
Die ersten Sternpro dukte gehen auf IMoyalI 1949l | und IBerezinI 19751 ] zuriick und wurden von 



Bayen et al. 



1977l | systematisch betrachtet. Wir nutzen dazu die oben definierten Ordnungsvor- 



schriften (j3.2.8p sowie (|3.2.1ip bzw. (|3.2.14|) und ziehen das Operatorprodukt, mittels der Umkehr- 
abbildungen von und ^^weyi, zweier glatter, in den Impulsen polynomialer Funktionen, wieder 
zuriick auf die Funktionen auf dem Phasenraum. 



3.3.1 Standardprodukt, WEYL-Produkt und «:-geordnete Produkte 

Wir wollen nun explizite Formeln fiir das standardgeordnete Sternprodukt sowie das WEYL-Produkt 
fiir den R^"- angeben. 



/*std g ■■= crstdigsUf)Qstd{g)) 



E 

j=0 



1 /h 



dpi^ ■ ■ ■ dpi- • • • dq^ 



(3.3.1) 



/ *Weyl g • — '^Wey\{Qwey\{f) Qwey\{g)) 

E^(*) E(-ir' E 



r=0 



d'g 



s=0 



Qqh . . . dq'-^dpi^^^ ■ ■ ■ dpi^ dpi^ ■ ■ ■ dpi^dq'-'>+^ ■ ■ ■ dqi^ ' 

(3.3.2) 

Damit haben wir die ersten expliziten Sternprodukte fiir den flachen Phasenraum R^" = T*!^"- 
konstruiert. Die so definierten Produkte ^weyi und -k^td sind wohldefiniert, da £»vveyi und ^>std injektiv 
sind, und das Bild unter Operatorverkniipfung abgeschlossen ist. Die Assoziativitat ist durch die 
Konstruktion klar. Der Sternkommutator zweier Funktionen zu einem Sternprodukt ★ ist definiert 
durch 



[f,g]* := /*5-5'*/• 



(3.3.3) 



und fiir das standardgeordneten Produkt, als auch das WEYL-Produkt ergibt sich das i^-fache der 
POISSON-Klammer plus Terme in hoheren Ordnungen, die verschwinden, falls / und g linear in den 
Variablen sind: 



/ *std g-g *std / = iM/> g} + und / :*rweyi g-g *weyi / = i^{/, g} + 0(^^). (3.3.4) 

Ferner ergibt sich fiir das WEYL-Produkt, daB die komplexe Konjugation ein antilinearer Antiau- 
tomorphismus des Sternproduktes *vveyi ist 



/ *'Weyl g — g *Weyl /• 



(3.3.5) 
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Diese Eigenschaft bezeichnen wir als Hermite zitdt des Sternproduktes, und wir werden diese im 
folgenden explizit beweisen. Das standardgeordnete Sternprodukt erfiillt diese Eigenschaft erwar- 
tungsgemai3 nicht. Wir werden nun einen recht eleganten Formalismus einfiihren und sehen, dai3 es 
kein anderes K-geordnetes Produkt auBer dem WEYL-Produkt gibt, das diese Eigenschaft besitzt. 
Dazu definieren wir 

P,P* : Pol(T*R")®Pol(r*R")^Pol(r*R")®Pol(r*R"), 

a a . r.* d d (3.3.6) 
oq" opk opk oq'' 

Ferner sei ji die punktweise, kommutative Multiphkation von Funktionen, d. h. ^(/ ® g) = fg 
(vergleiche hierzu die Definition IA.2.l( ). So schreibt sich das standardgeordnete Produkt als 

/*std5 = /ioef^*(/®(7), (3.3.7) 
und das WEYL-Produkt kann man in der Form 

/*wey,5 = /ioeS(^-^')(/»5) (3.3.8) 

angeben. Wir wollen nun eine exphzite Formel fiir K-geordnete Sternprodukte zeigen. Dazu benoti- 
gen wir jedoch vorher noch einige Identitaten. 

Lemma 3.3.1 (Zusammenhang K-Ordnung und Standardordnung). 

Fiir K-geordnete Sternprodukte gilt 

f^^g = N-\NJ *std N^g). (3.3.9) 
Beweis. Wegen der Bijektivitat von A^'^ und der Tatsache, dafi = Qstd ° -A^ folgt 

= (fttd o N^)-\{q,,, o iV«)(/)(f5std o N^){g)) 
= N^Q-,l{Q^,,{NJ)Qs,,{N^g)) 
= N-\NJ^,,,N^g). 

□ 

Dies bedeutet, dafi wir mit Hilfe des NEUMAIER-Operators alle «;-Ordnungen aus der Standardord- 
nung gewinnen konnen. Da der NEUMAIER-Operator N,^ = e"'^*^^ im wesenthchen ein exponen- 
zierter LAPLACE-Operator ist, brauchen wir 

Ao^ = ^o(A0id+P + P* + id(g)A), (3.3.10) 

was direkt aus der Definition fiir Derivationen D folgt: D o ^ = (D (8) id + id ®D). Damit ist 

iV, o ^ = ^ o e--^(A®id+P+P*+id®A) (3 3 



und wir konnen folgende Proposition formulieren. 
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Proposition 3.3.2 (Explizite Formel fiir K-geordnete Sternprodukte 

Seien f,gE Pol(r*]R"') und k EM., dann ist das K-geordnete Sternprodukt *^ durch 

f*^g = ^io eH-P-{i-)P*)^f ^ g) (3.3.12) 

gegehen. Man bezeichnet die Produkte fur k = 0, k = ^ und k = I als standardgeordnetes Sternpro- 
dukt, WBYh-Produkt und antistandardgeordnetes Sternprodukt. 

Lemma 3.3.3 (Komplexe Konjugation K-geordneter Sternprodukte). 
Fiir die komplexe Konjugation K-geordneter Sternprodukte gilt 

7^ = 9*1- J- (3.3.13) 

Insbesondere ist die komplexe Konjugation nur fiir k = ^, d. h. fiir das Weyl- Produkt, ein Anti- 
automorphismus. 

Beweis. Um obiges Lemma zu zeigen, fiihren wir die Abbildung (komplexe Konjugation) C : 
Pol(r*]R") 3 f h^J £ Pol(r*]R,") ein, die offensichtlich mit dem Produkt ^ vcrtauscht, d. h. ^o{C® 
C) = C o IX. Fiir den kanonischen Vertauschungsoperator (oder Flip) r : Pol(T*]R") (gi Pol(T*]R") 3 
f ® g ^ g ® f E Pol(r*K,") (g) Pol(T*K,") gilt /x o r = /x, da |U kommutativ ist und = id. Wir 
konnen nun P mittels P* ausdriicken und umgekehrt: 

P* = T o P o T und P = T O P* O T. 

Ferner gilt {C ^ C) o P = P o {C ^ C) und {C ^ C) o P* = P* o {C ^ C), so 
konnen 

{f*.g)=C OliO ei?^(«^-(l-«)^*) (/ ® g) 

= lioTo{C ®C)o ei'^(«-P-(i-«)-P*) (/ ^ g) 
= ^ o r o e-i'^(«-P+(i-«)-P*) o{C®C){f® g) 
= lioe-'^^-P*^^^-)P)oT{f®g) 

^ ^M(J-n)P-{l-{l-K))P*)^g ^j^ 

= g*i-n7- 

Zu guter Letzt wollen wir eine explizite Summenformel fiir die /c-geordneten Sternprodukte angeben, 
die sich zuweilen als aufierst niitzlich erweist 



dafi wir nun zeigen 



(3.3.14) 



ny {-kY {1- nf-^ ^ d'-f d'g 



—n—n\'y JKr-jV- ■ • • • dq'-i dpi.^ ■ ■ ■ pi^ dpi^ ■ ■ ■ dpi. dq^^+i • • • g'- 

(3.3.15) 

3.3.2 WiCK-Produkt und K-geordnete Produkte 

Aus der K-Ordnung bekommen wir analog zu den K-geordneten Sternprodukten ein zuriickgczogcnes 
Produkt. Dazu fiihren wir die Symbolabbildung als Umkehrabbildung zu ein, und wir konnen 
eine Formel fiir das K-geordnete Produkt angeben. 
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Definition 3.3.4 (/i-geordnetes Sternprodukt). 

Das mittels 

f*,9 = ^Mf)og,{g)) (3.3.16) 

definierte Produkt auf Pol(C") mit k G R, heifit k-geordnetes Sternprodukt. Die Produkte fur k = 1 
und K = —1 nennt man WiCK-Produkt bzw. Anti-WlCK-Produkt. 

Wie bereits in Kapitel 13.3.11 wollen wir eine explizite und zudem elegantere Darstellung angeben. 
Dazu definieren wir 



Z, Z : Pol(C") Pol(C") ^ Pol(C") Pol(C") (3.3.17) 

explizit gegeben durch 

d d — d d , , 

^ = 7rT®7Pfc und Z = —^C^—^. 3.3.18 

Analog zu den Ergebnissen fiir K-geordnete Sternprodukte konnen wir folgende Proposition formu- 
lieren. 

Proposition 3.3.5 (WiCK-Produkt und K-geordnete Sternprodukte). 

Die K-geordneten Sternprodukte au/Pol(C") haben die Form 

fi,^g = ^o Q{^+-^)hZ+{^-i)hZ^j ^ (3.3.19) 
womit sich fiir das WiCK-Produkt folgender Ausdruck ergibt 

/★wickff = Moe2'^^(/«'5) 

_ ^ {2hY ^ d'-g (3.3.20) 

Fiir alle k-geordneten Produkte ist die komplexe Konjugation ein antilinearer Antiautomorphismus, 
d. h. alle k-geordneten Produkte sind Hermitesc/i 



f*,g = g*,f- (3.3.21) 

Da P — P* = j{Z — Z) ist, erhdlt man fiir k = das WEYL-Produkt *k=o = *weyi- 
Bemerkung 3.3.6. 

Es ist interessant, die letzte Gleichung in Beziehung zur kanonischen PoiSSON-Klammer auf R^" 
zu setzen 

{f,g} = f,o{P-P*){f0g) = -^i_io{Z- Z){f g). (3.3.22) 
Damit konnen wir das WEYL-Produkt als eine „exponenzierte" PoiSSON-Klammer deuten. 

Wir wollen die Eigenschaften der bisher betrachteten Sternprodukte zusammenfassen. Im nachsten 
Kapitel werden wir diese Eigenschaften nutzen, um Sternprodukte zu axiomatisieren. 
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Bemerkung 3.3.7 (Eigenschaften der Sternprodukte und ^s)- 

i. ) Jedes der bisher behandelten Sternprodukte lafit sich in der Form 

oo 

f*g = f9 + ^n''BM,9) (3.3.23) 

n=l 

schreiben, dabei sind alle Bn Bidifferentialoperatoren der Differentiationsordnung n. Sind die 
Funktionen /, g polynomial in den Koordinatenfunktionen, so bricht die unendliche Summe in 
Gleichung (13.3.23^ nach endlich vielen Termen ab. Fiir den Grenzfall ^— )• wird die klassische, 
kommutative Algebra reproduziert. 

ii. ) Die Sternprodukte -k^ und *s sind assoziative Verkniipfungen. 

in.) f*g — g*f = ih{f,g} + 0{h?). Der schiefsymmetrisclie Teil des Kommutators modulo Termen 

der Ordnung 0(/i^) ist proportional zur PoiSSON-Klammer. 
iv.) f -k 1 = I * f = f. Das Einselement der undeformierten Algebra ist audi das Einselement 

beziiglich des Sternprodukts. 
V.) f -kf. g = 'g -k^ f und f -k^g = g -ki-^ f. Das heifit fiir alle K-Sternprodukte ist die komplexe 

Konjugation ein antilinearer Antiautomorphismus und ebenso fiir das WEYL-Produkt, das 

der Ordnung k = ^ entspricht. 



3.4 Formale Deformationstheorie 

Aus dem im letzten Kapitel Erarbeiteten wollen wir nun eine Verallgemeinerung fiir Sternpro- 
dukte angeben. Dazu definieren wir zuerst Deformationen einer assoziativen Algebra wie sie von 



Gerstenhaber 



19641 ] vorgeschlagen wurden. In Kapitel [4.21 werden wir im Rahmen der MORITA- 
Aquivalenz von deformierten Algebren auch die Deformation von Moduln benotigen, diese jedoch 
erst dort einfiihren. In Kapitel 13.4.21 werden wir darauf aufbauend eine Definition fiir formale 
Sternprodukte angeben. Ein formales Sternprodukt wird eine assoziative Algebra sein, allerdings 
mit weiteren Strukturen, die als Axiomatisierung der in Bemerkung 13.3.71 herausgestellten Ergeb- 
nisse zu verstehen sind. Da von hier an formale Potenzreihen eine zentrale Rolle spielen werden, 
verweisen wir auf Anhang lA.1.2l in dem wir dieses algebraische Konzept naher beschreiben. 



3.4.1 Deformationen von Algebren 

Definition 3.4.1 (Deformation einer assoziativen Algebra). 

Sei C = R(i) die komplexe Erweiterung eines geordneten Rings R und A eine assoziative Algebra 
iiber C. Eine formale Deformation der Algebra A ist ein C[[X]]-lineares assoziatives Produkt -k auf 
yi[[A]], so dafi (yi[[A]],*) = A eine assoziative Algebra wird, und das Produkt von der Form 

oo 

ai.a' = aa' + ^y'Cn{a,a') (3.4.1) 

n=l 

ist. Dabei sind die Cn : A x A^A C-bilineare Abbildungen, a, a' & A und A ist ein reeller, for- 
maler Parameter. Ist die Algebra A mit einem Einselement 1^ ausgestattet, so soil 1^ auch das 
Einselement der deformierten Algebra A sein, d. h. l^i *a = a* 1^ = a fiir alle a £ A. 
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Bemerkungen 3.4.2 (Assoziativitat). 

i. ) Die Assoziativitat des deformierten Produktes * liefert ofFensichtlich eine Bedingung an die 

Cn- Insbesondere ist der schiefsymmetrische Teil von Ci proportional zu einer PoiSSON- 
Klammer, bzw. definiert eine PoiSSON-Klammer 

{a, a'} := Ci(a, a') — Ci{a',a). 

ii. ) Aufgrund der Assoziativitat des Produktes ist es notig, die Abbildungen C„ auf forma- 

le Potenzreihen zu erweitern, so daB alle C„ : ^[[A]] x yi[[A]] — t- yi[[A]] zu C[[A]]-bilinearen 
Abbildungen werden. 

Definition 3.4.3 (Aquivalenz zweier deformierter assoziativer Algebren). 

Man nennt zwei Deformationen A.i = (•A[[A]],*i) und A.2 = (■^[[A]],*2) d^f Algebra A aquivalent, 
falls es C-lineare Abbildungen : A^A gibt, so daji 

oo 

r = id + ^AT^: Ai^A2 (3.4.2) 

ein Algebraisomorphismus ist. Die Aquivalenzklasse einer Deformation -k bezeichnet man mit [★] 
und die Menge der Aquivalenzklassen von Deformationen einer Algebra A mit Def(yi). Desweite- 
ren wollen wir die Aquivalenzklassen der Deformationen von A zu einer festen PoiSSON -Struktur 
(vgl. Bemerkung \3.4.^ i.)) rnit Def(yi, {•, •}) bezeichnen. 

Proposition 3.4.4 (Isomorphe Deformationen). 

SeienAi = (yi[[A]],*i) und A2 = {A[[X]],-k2) zwei formale Deformationen der Algebra A, dann sind 
diese genau dann isomorph, wenn es einen Automorphismus (j) £ Aut(yi) gibt, so dafi [0*(*2)] = 
ist. 

Definition 3.4.5 (HERMiTEsche Deformation). 

Sei A eine *-Algebra (vgl. Definition \ 1.1.1^) . Man nennt eine formale Deformation A = (■A[[A]],*) 
HERMlTEsch, falls (a ★ a')* = a'* ★ a* fiir alle a, a' £ A. 



Lemma 3.4.6 (HERMiTEsche Aquivalenztransformation, [BURSZTYN fc WALDMANNll200Clf |). 

Sei Q C R und seien Ai = (^[[A]],*i) und A2 = (■^[[A]],*2) zwei dquivalente Hermitesc/ic 
Deformationen der Algebra A, so existiert eine Aquivalenztransformation T : Ai^A2, so dafi 
T{a*) = T{a)* fiir alle a £ Ai. 

Bevor wir uns in Kapitel [3 . 4 . 2 1 der Definition von formalen Sternprodukten widmen, wollen wir den 
klassischen Limes einer deformierten Algebra definieren. Dieser ist im Bezug auf das Quantisieren 
von groi3er Wichtigkeit. Anders als in der kanonischen Quantisierung, bei der die Definition eines 
klassischen Limes nichttrivial ist, kann man im Rahmen von (formal) deformierten Algebren sehr 
einfach den klassischen Limes definieren. Insbesondere bei der im fiinften Kapitel betrachteten 
MORITA-Theorie von deformierten Algebren wird der klassischen Limes-Abbildung eine wichtige 
Rolle zukommen. 
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Definition 3.4.7 (Die klassische Limes-Abbildung cl). 

Sei A, eine deformierte Algebra nach Definition \3.4-l\ Wir bezeichnen die Abbildung 

cl : >l 9 ^ A"a„ ^ao^A, (3.4.3) 

n=0 

als die klassische Limes-Abbildung. Die Algebra A bezeichnet man dann als den klassischen Limes 
der Algebra A. 

Die klassische Limes-Abbildung ist offensichtlich physikalisch motiviert, da wir von der deformierten 
Theorie zuriick zur klassischen Theorie gelangen mochten. Dies entspricht in der Sprache des Physi- 
kers einem Ubergang „/i— )■ 0". Dieser Ubergang ist im Rahmen formaler Potenzreihen offensichtlich 
wohldefiniert. 



3.4.2 Formale Sternprodukte 

In der klassischen Physik kommt, wie wir in Kapitel [3 . 2 1 gesehen haben, der PoiSSON-Struktur eine 
wichtige Rolle zu. Dies in der Formulierung von Sternprodukten zu implementieren, war bereits bei 
der Konstruktion der Sternprodukte auf einem flachen Phasenraum in Kapitel 13.31 von fundamen- 
taler Wichtigkeit. Die Assoziativitat einer Deformation bringt automatisch eine PoiSSON-Struktur 
ins Spiel (vgl. Bemerkungen [3^4 . 2 p . die wir uns im weiteren zu Nutze machen werden. 
Wir wollen nun „allgemeinere" Sternprodukte definieren und die wichtigen Strukturen, die wir in 
Bemerkung 13 .3 . 7l zusammengetragen haben, iibernehmen, um eine moglichst allgemeine Klasse von 
assoziativen, deformierten Algebren zu erhalten. 

Wir werden in diesem Kapitel eine allge meine Definition an geben und Sternprodukte iiber diese 



Eigenschaften axiomatisieren, wie es vou IBayen et al\ 1977[ | vorgeschlagen wurde. Dies bedeutet 



insbesondere, daB wir uns nun komplett von der Algebra der Operatoren trennen, mit deren Hilfe 
wir in Kapitel [3.31 die ersten Sternprodukte eingefiihrt haben. Da wir desweiteren eine differentielle 
Struktur benotigen, stellt sich der Raum der glatten Funktionen auf PoiSSON-Mannigfaltigkeiten 
mit formalen Potenzreihen als die richtige Kategorie heraus. Diese so erhaltene deformierte Algebra 
werden wir dann mit (C°°(M) [[A]],*) kennzeichnen und sie als ein formales Sternprodukt bezeich- 
nen. Formal deswegen, well formale Potenzreihen erstmal ein rein algebraisches Konzept darstellen. 
Der Parameter A ist keine reelle Zahl, und erst in einem konvergenten Rahmen konnen wir dazu 
iibergehen, \ ^ h anzunehmen. Den Preis, den man fiir diese formale Definition eines Sternpro- 
dukts zahlt ist damit offensichtlich: man kann keinerlei Aussagen iiber Konvergenz machen! Einen 
konvergenten Rahmen zu schaffen, verlangt viel Arbeit und ist im allgemeinen extrem schwierig zu 
konstruieren. Die Konstruktion einer konvergenten Unteralgebra A^ der formalen Potenzreihen der 
ree ll-analytischen Funktionen C'^(C" ) [[A]] fiir das WiCK-Produkt (.Aft,*wick) mit X = h findet man 



in IBeiser et al. 



2005 



Beiser 



2005 1 . 



Definition 3.4.8 (Formale Sternprodukte). 

Sei (M, A) eine PoiSSON -Mannigfaltigkeit. Ein formales Sternprodukt ist eine C[[X\]-bilineare Ab- 
bildung * : C°°(M) [[A]] X C°°(M) [[A]] C°°{M) [[A]] der Form 

oo 
n=0 



3.4. Formale Deformationstheorie 
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so daft fur die f,g,h£ C^[M) [[A]] gilt: 

i.) (f -k g) -k h = f -k (g -k h) (Assoziativitdt des Sternprodukts) , 
ii.) f k g = fg + J2'^=i (Deformation des punktweisen Produkts), 

Hi.) f k g — g -k f = iA{/, g} + O(A^) (Deformation in Richtung der PoiSSON-Klammer), 
iv.) fkl = lkf = f (Die konstante Funktion 1 ist Einselement) . 

Dabei ist A ein formaler Parameter. Man bezeichnet die deformierte, assoziative Sternproduktalge- 

bra mit {C°°{M) [[A]],*). Alternativ spricht man von (M, A,*), emer PoiSSON-Mannigfaltigkeit M 

mit Sternprodukt. 

Bemerkung 3.4.9 (Symplektischer Fall). 

Oft benotigen wir symplektische Mannigfaltigkeiten mit Sternprodukt, die wir mit (M, w,*) be- 
zeichnen werden. 

Bemerkung 3.4.10 (Alternative Formulierung) . 

Mit Hilfe der bilinearen C„ : C~(M) [[A]] x C~(M) [[A]] ^ C°°(M) [[A]] konnen wir eine dazu aqui- 
valente Definition von Sternprodukten angeben. Fiir manche Anwendung wird sich diese Schreib- 
weise als niitzlich erweisen. Sei im weiteren n G N, dann sind die Punkte i.) bis iv.) aus Definition 
13.4.81 aquivalent zu 

i- ) Er=o [CsiCn-s{f,g),h) - Cs{f,Cn-s{g,h))] = fur alle n G N, 

ii- ) Co{f,g) = fg, 

m.) Ci{f,g)-Ci{g,f) = i{f,g}, 

iv.) = C7„(1,/) =Ofurn> 1. 

Man sieht mit etwas Arbeit beispielsweise an i.), daii die Assoziativitat ein kohomologisches Problem 
ist und eine Obstruktion i n der HOCHSCHILD-Kohomologie darstellt; siehe hierzu beispielsweise 



GUTT fc Rawnsley 



19991 1 . 



Die Forderung der HERMiTEzitat, d. h. die Existenz einer *-Involution auf der deformierten Algebra 
(C°°(M) [[A]],*), auf die wir in den einfiihrenden Kapitel relativ viel Wert gelegt haben, ist nicht 
Teil der Definition von Sternprodukten. Statt dessen werden wir es als eine Struktur ansehen, die 
ein Sternprodukt haben kann. Dies andert allerdings nichts an der Tatsache, daB fiir die Physik die 
Sternprodukte, bei denen die komplexe Konjugation ein antilinearer Antiautomorphismus ist, eine 
wiclitige Rolle spielen. 

Definition 3.4.11 (Typen von Sternprodukten). 

Gegeben sei eine PoiSSON -Mannigfaltigkeit {M,A,-k) mit einem Sternprodukt nach Definition \3.4.8\ 
Man nennt ein Sternprodukt 

i. ) HermitescIi, falls f * g = g* f fur alle f,g £ C°°{M) [[A]], 

ii. ) lokal falls supp(/*g) C supp(/) fl supp(5() fiir alle f,g e C°°{M) [[A]], 
Hi.) differentiell, falls alle Cn Multidifferentialoperatoren sind. 

Wir werden uns auch in Zukunft auf differentielle Sternprodukte beschranken, und dalier einige 
Definitionen dazu angeben. 



Definition 3.4.12 (Typen differentieller Sternprodukte). 

Gegeben sei eine PoiSSON -Mannigfaltigkeit (M, A,*) mit einem Sternprodukt. 
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i.) Man nennt ein Sternprodukt natiirlich oder vom VEY-Typ, falls alle Bidifferentialopera- 
toren der Ordnung r in jedem Argument sind. 

ii.) Man nennt ein Sternprodukt f *g = Yl'^o ^rif^g) vom WEYL-Typ, falls alle Cr reell 
sind und Cr{f,g) = {—lyCrig, f) 5^^^- Inshesondere bedeutet dies, dafi Ci (/,<?) gleich der 
PoiSSON -Klammer ist: Ci{f,g) = {f,g}. 
Hi.) Auf dem Kotangentialhiindel [M = T*Q, ojo) nennt man ein Sternprodukt vom standardge- 
ordneten Typ, falls mit der kanonischen symplektischen Form Uq die erste Funktion nur in 
Faserrichtung differenziert wird. Als Phasenraum entspricht dies der Differentiation in Im- 
pulsrichtung. Analog definiert man den antistandardgeordneten Typ, d. h. falls die zweite 
Funktion nur in Faserrichtung differenziert wird. 

iv.) Sei {M,u}, I , g,-k) eine KAHLER-Mannigfaltigkeit mit einem Sternprodukt -k, so nennt man ein 
Sternprodukt vom WiCK-Typ, falls die erste Funktion nur in holomorphe, die zweite nur in 
antiholomorphe Richtung differenziert wird, und vom Anti-WlCK-Typ, falls die erste Funktion 
nur in antiholomorphe Richtung und die zweite nur in holomorphe Richtung differenziert wird. 

Nachdem wir Sternprodukte definiert haben, li egt die Frage nach der Existen z solcher Objek- 
te auf Mannigfaltigkeiten nahe . In den Artikeln DE Wilde Sz LECOMTElll983bl | beziehungsweise 



DE Wilde fc LecomteI 119841 ] wurde die Existenz von St ernprodukten auf Kotangentialb iindeln 



T*Q einer Basismannigfaltigkeit Q gezeigt. Spater gelang Ide Wilde LecomteI [I983al . 0| der 
Beweis der Existenz von Sternprodukten auf beliebigen symplektischen Mannigfaltigkeiten (Af, w). 
Dieser Beweis ist ein reiner Existenzbeweis und gibt keine Vorgehensweise fiir die Konstrukti- 
on von Sternprodukten an. Einen Durchbruch gelang 



Fedosov 



1994I . [19961], da er ein (rekur- 



sives) Rezept fiir die Konstruktion von Sternprodukten auf symplektischen Mannigfaltigkeiten 
mit einem symplektischen Zusammenhang (M, u;,V) angeben konnte. Diese Konstruktion wer- 
den wir in Kapitel 13.6.11 genau er beschreiben. Mit 
FEDOSOV-Konstruktion konnten 



BORDEMANN et al. 



iilfe einer leicht abgeanderten Variante der 



1998 



19991 ] zeigen, daf ^ es standardgeordnet e 



Sternprodukte auf Kotagentialbiindeln gibt. Dies gelang unabhangig davon 



Pflaum 



Fiir KAHLER-Mannigfaltigkeiten zeigte IBordemann fc WaldmannI |1997[ ] mit einer g eanderten 



19981 . 12OOOI ]. 



'EDOSOV-Konstruktion, die Existenz von WiCK-Produkten. Ein Jahr zuvor veroffentlichte 



Karabegov 



19961], dai5 es auf KAHLER-Mannigfaltigkeiten ii nmer Sternprodukte mit Trennung der Variablen 



Karabegov 


1999]: 


Neumaier 


2003 



gibt. Weitere Ausfiihrungen dazu findet man bei 
Im Jahre 1997, liber ein Jahrzehnt nach dem allger neinen Existenzbewe is fiir symplektische Man- 
nigfaltigkeiten von Lecomte und de Wilde, gelang[ 



Kontsevich 



20031 ] der (konstruktive) Beweis 



fiir die Existenz von Sternprodukten auf PoiSSON-Mannigfaltigkeiten. Zusammenfassend konnen 
wir folgenden Satz formulieren. 

Satz 3.4.13 (Existenz verschiedener Typen von Sternprodukten). 

i. ) Auf jeder symplektischen Mannigfaltigkeit (M, w) existieren (differentielle, natiirliche, Her- 

MlTEsche) Sternprodukte nach Definition \3.4.8\ 

ii. ) Auf jeder symplektischen Mannigfaltigkeit gibt es Sternprodukte vom WEYL-Typ. 

Hi.) Auf jeder KARLER-Mannigfaltigkeit {M,uj,I,g) existieren natiirliche Sternprodukte vom (An- 
ti-) Wick- Typ. 

iv.) Auf jedem Kotangentialhiindel {T*Q,ujo) existieren Sternprodukte vom (anti-)standardgeord- 
neten Typ. 



3.5. Aquivalenz und KlassiBkation von Sternprodukten 
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V.) Auf jeder PoiSSON-Mannigfaltigkeit (M, A) existieren (natiirliche, HERMiTEsc/ieJ Sternpro- 
dukte. 

3.5 Aquivalenz und Klassifikation von Sternprodukten 

Nachdem wir in Kapitel 13.4.21 die Existenz von Sternprodukten geklart haben, wollen wir kurz auf 
die Eindeutigkeit eingehen. Schon im flachen Fall des R^" haben wir gesehen, dafi Sternprodukte 
auf einer festen Mannigfaltigkeit nicht eindeutig sind. Statt dessen konnten wir eine Familie von 
Sternprodukten angeben. Ebenso werden wir auf symplektischen oder PoiSSON-Mannigfaltigkeiten 
Familien von Sternprodukten identifizieren konnen. Dazu werden wir im folgenden einen Aquiva- 
lenzbegriff definieren. 

Definition 3.5.1 (Aquivalenz von Sternprodukten). 

Man nennt zwei (differentielle) Sternprodukte -k und V auf der PoiSSON- Mannigfaltigkeit (M, A) 
genau dann aquivalent, falls es eine formale Potenzreihe 

oo 

r = id + J^A"T„ (3.5.1) 

n=l 

mit C-linearen (Differential-) Operatoren Tn : C°°(M) -^C°°{M) mit r„(l) = giht, so dafi fur 
alle /,gGC-(M) [[A]] 

Tif*g) = iTf)^'iTg) (3.5.2) 

ist. 

Beispiele fiir solche Aquivalenzen sind die k- und K-Ordnungen, die man aus dem Standard- oder 
dem WiCK-Produkt auf R^" bzw. C" erhalt. Die Aquivalenz-Operatoren in Definition 13.5.11 sind 
damit eine Verallgemeinerung von A'^^ und S'g. Wir konnen nun zeigen, dafi „ Equivalent sein" wirk- 
lich eine Aquivalenzrelation ist, und Sternprodukte einer Klasse eine Aquivalenzklasse bilden. Die 
Klassifizierung von Sternprodukten wird iiber die Aquivalenzklassen geschehen. 

Definiton und Lemma 3.5.2 (Aquivalenzrelation). 

Die Aquivalenz von Sternprodukten in Definition \3. 5.1\ ist eine Aquivalenzrelation. Zwei Stern- 
produkte -k und -k' sind somit dquivalent, und wir schreiben -k ~ k' , falls ein T existiert, so dafi 
Gleichung ^3. 5. 1\) erfiillt ist. Man schreibt 

[★] = V| 

f3 5 3) 

= {*'| 3T so dafiyf,g€ C°°(M) [[A]] T{f k g) = (Tf)^' (Tg)} . 

Wir bezeichnen *' G [*] als einen Reprasentanten der Klasse. 

Beweis. Man priift Reflexivitat, Symmetrie und Transitivitat. 
Reflexivitdt: Klar. Man wahlt T = id, d. h. Tn = fiir n > 1. 

Symmetrie: Klar. T ist ein invertierbarer Operator, da er in unterster Ordnung mit der Identitat 
beginnt und daher gilt T-'^{f * g) = {T~^ f) * {T'^g)- 
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Transitivitat: Seien T{f-kg) = {Tf)-k' (Tg) und S{f-kg) = {Sf)-k" (Sg), dann ist / = T etc. und 
damit (r~V) * (T^^g) = T-\f V g). Folglich gilt 



ST-\f*'g) = S{{T-'f)*{T-')g) = {ST-')f {ST-')g, 
womit wir die Aquivalenz von und via R = ST~^ gezeigt haben. 



□ 



Lemma 3.5.3 (Aquivalenz HERMiTEscher Sternprodukte). 

Sind-k und-k' dquivalente, HERMiTEsc/ie Sternprodukte auf{M,A), so gibt es eine Aquivalenztrans- 
formation T, so dafi T{f) = T(f) fiir die f £ C^iM) [[A]] ist. 

Beweis. Der Beweis ist in 



Neumaier 



20021 . Prop. 5.6] nachzulesen. 



□ 



Satz 3.5.4 (Klassifikation von symplektischen Sternprodukten I). 

Gegeben sei eine symplektische Mannigfaltigkeit {M,u;). Die Menge der Aquivalenzklassen ist in 
Bijektion zu Rl^{M)[[X]]. 



B eweis. Per Beweis dieses Satzes findet sich in 
lbl: lDELiGNElll995l : lGuTT fc RawnsleyIIi999| . 



Bertelson et al. 



19971 : 



Nest k. Tsygan 



1995al . 



Genauer gesagt definiert jedes Sternprodukt * eine charakteristische Klasse c(*) 

oo 

-M + H2,(M)[[A]] 3 C{k) = r.[iv]+Yl ^""l^n]. 



So kann man Satz 13.5.41 wie folgt auffassen. 



□ 



(3.5.4) 



n=0 



Satz 3.5.5 (Klassifikation von symplektischen Sternprodukten II). 

Gegeben sei eine symplektische Mannigfaltigkeit {M,uj). Zwei Sternprodukte * und sind genau 
dann aquivalent, wenn c(*) = c(*'). 

KoroUar 3.5.6 (Aquivalenz auf symplektischen Mannigfaltigkeiten) . 

Sei {M, u) eine symplektische Mannigfaltigkeit bei der die zweite de Rham Kohomologie verschwin- 
det, d. h. H2j,(M) = {0}, so sind je zwei Sternprodukte -k und aquivalent. 

KoroUar 3.5.7 (Aquivalenz von Sternprodukten auf dem R^"). 

Alle Sternprodukte auf dem R^" sind aquivalent, d. h. bis auf die Wahl einer (verallgemeinerten) 
Ordnungsvorschrift ist die Quantisierung auf dem R^"' eindeutig. 

Beispiel 3.5.8 (Nichtaquivalente Sternprodukte). 

Ein explizites Beispiel fiir nichtaquivalente Sternprodukte findet sich in 
wird gezeigt, daQ auf einem 2n-dimensionalen Torus T^" = 1R^"/Z^"' Sternprodukte existieren, 
die nicht durch eine Aquivalenztransformation, d. h. einen Isomorphismus, ineinander iiberfiihrt 
werden konnen. Dieses Beispiel war lange vor der Klassifikation bekannt und daher von Interesse. 
Nach Satz [3331 ist dieses Beispiel trivial, da RI^{T'^^') / {0} ist. 



Cahen et al. 



19851 1 . Hier 



Nun wollen wir noch die Klassifikation von Sternproduk ten auf PoisSON-M annigfaltigkeiten ange- 
ben. Zusammenfassend laf5t sich der folgende Satz (vgl. KontsevichI|2003| |) formulieren. 



3.6. Konstruktion von Sternprodukten: FEBOSOV-Konstruktion 
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Satz 3.5.9 (Klassifikation von Sternprodukten auf PoiSSON-Mannigfaltigkeiten). 

Die Aquivalenzklassen [★] von Sternprodukten auf einer PoiSSON -Mannigfaltigkeit (M, Aq) sind 
in Bijektion zu den Aquivalenzklassen [A] von formalen Deformationen A = Aq + ^„>i A"A„ G 
r°° (A^TM)[[A]] des PoiSSON- Tensors Aq modulo formalen Dijjeomorphismen. 



3.6 Konstruktion von Sternprodukten: FEDOSOV-Konstruktion 
3.6.1 Die FEDOSOV-Konstruktion 



Die FEDOSOV-Konstruktion ist nicht nur ein konstruktiver Beweis der Existenz von Sternproduk- 
ten auf symplektischen Mannigfaltigkeiten, sondern stellt desweiteren ein machtiges Werkzeug zur 
Verfiigung, um verschiedene Typen von Sternprodukten konstruieren und damit ihre Existenz be- 
weisen zu konnen. 

Wir werden in mehreren Schritten vorgehen. Zuerst zeigen wir recht ausfiihrlich eine leichte Ver- 
allgemeinerung der von Fedosov gemachten Konstruktion. Diese erweitern wir in einem weiteren 
Schritt auf Vektorbtindel. Die Schnitte im Vektorbiindel stellen einen Bimodul ftir ein Sternpro- 
dukt von rechts und das deformierte Endomorphismenbiindel des Vektorbiindels von links dar. 
Das bedeutet, wir sind mit Hilfe einer Verallgemeinerung der Konstruktion in der Lage, nicht 
nur ein Sternprodukt fiir Funktionen auf einer symplektischen Mannigfaltigkeit anzugeben, son- 
dern es gelingt uns ferner, einen deformierten Bimodul zu konstruieren, bei dem alle Strukturen 
deformiert sind. In Kapitel 13.6.31 werden wir dann letztendlich eine unter einer Gruppenwirkung 
G-invariante FEDOSOV-Konstruktion prasentieren, die auf Vektorbiindel erweitert wird. Zuvor wer- 
den wir aber di e gewo hnliche Konstruktion nachvollziehen, wie man sie im wesentlichen schon in 



Fedosov 



man m 



1994, 



Neumaier 



19961] findet. Eine iiberarbei tete, moderne und ausfiihrlichere Formulierung findet 



2001 



Waldmann 



2004bl | . Auf Beweise werden wir in diesem Kapitel so gut wie 



vollstandig verzichten, da sie beispielsweise in den zuvor erwahnten Quellen ausfiihrlich dargelegt 
sind. 



Das formale WEYL-Algebrabiindel 

Sei (M,uj) eine symplektische Mannigfaltigkeit. Wir betrachten einen Punkt p £ U Q M in einer 
Umgebung U. Es existiert eine Karte {U,x) mit den lokalen Koordinaten (x^, • • • ,x^), so dafi wir 
die symplektische Form sowie den PoiSSON- Tensor in der Form 

,1 , 1 ■■ d d 

wL, = -coij dx* A dx^ und AL, = -A'^—^ A —-^ (3.6.1) 

\u 2 ^ If^ 2 dx' dxJ ^ ' 

schreiben konnen, und es gilt A*-^ = —a;*-' und co^^ojjk = S'^.. 
Definition 3.6.1 (Die formale Weyl- Algebra). 

Sei (M, oj) eine symplektische Mannigfaltigkeit. Die formale Weyl- Algebra iiber p ist die formal 
in Vervollstdndigung der A gradierten, symmetrische Tensoralgebra iiber T*M. 

oo / oo \ 

= n = n "^'^P^^ ™* = S''T;M[[X]]. (3.6.2) 
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Die Elemente in Wp sind somit sowohl formale Potenzreihen in A als auch formale Reihen im symme- 
trischen Grad der symmetrischen Tensoren iiber T*M. Wir wollen die Algebra als die Unteralgebra 
Wp := {W0A\ von 



(w A')p = Y[ s^t;m ® a't;m j [[a]] (3.6.3) 

\fc=0 / 

verstehen. In (W <^ A*)p haben Elemente die Form a = Ylifi '^ii ^^^^ Linearkombinatio- 
nen, wobei der hintere Teil die schiefsymmetrischen Tensoren iiber T*M sind. Die Einsformen 6 
kann man sowohl als symmetrisch wie auch als schiefsymmetrisch interpretieren, was wir durch die 
Schreibweise 9 ®1 bzw. 1 ® 9 kennzeichnen werden. Auf der Algebra {W ® A*)p konnen wir nun 
mittels des symmetrischen Produkts V und des schiefsymmetrischen Produkts A ein assoziatives, im 
schiefsymmetrischen Teil Z2-gradierte£] Produkt /U : (VF® A*)p x (l^(g) A*)p — )• (VFtg) A*)p einfiihren. 
Fiir a = f ® a und h = g ® P \st dann 

^{a, h)=ah={f® a){g /3) = (/ V 5) (a A /3) 

= (-1)^^(5 V/)0(/3 A q) (3.6.4) 
= (-l)^'^5a. 

Dabei ist a € K^T*M und /3 € A^T*M. 

Definition 3.6.2 (Gradabbildungen auf (W A')p). 

Man definiert die folgenden Gradabbildungen auf der Algebra (W A*)p. 

deg,, deg„ deg, : (W A')p ^ {W A')p (3.6.5) 



P ' 



i.) degs(/ (8) a) = mf a fiir f G Wp 
a.) dega(/ a) = nf a fiir a £ A"-T*M, 
Hi.) deg;,(/0a) = X^{f(S)a), 
iv.) Deg = deg, +2degA; 

Die ersten beiden Gradabbildungen messen den symmetrischen bzw. schiefsymmetrischen Grad, die 
dritte den A-Grad und die letzte den totalen Grad. 

Bemerkungen 3.6.3 (Gradabbildungen). 

i.) Der totale Grad ist derzeit noch unmotiviert, wird sich aber als niitzlich herausstellen, wenn 
wir spater die Struktur der FEDOSOV-Derivation oder des faserweisen Produkts verstehen 
wollen. 

ii.) Die Gradabbildungen sind Derivationen der Multiplikation /i. Um dies zu zeigen, und fiir 
spatere Anwendungen, ist es niitzlich, die Gradabbildung deg^ und deg^ in lokalen Koordina- 
ten zu schreiben. Wir konnen zeigen, daB 

deg,(/ ®a) = {dx'® l)is (/ ^ a) 



(3.6.6) 



a 



^Z2-gradierte Produkte, Klammern, Derivationen etc. werden oft auch mit dem Prafix Super- versehen, so dafi 
man von Superprodukt, Superklammer, Superderivation, Superkommutativitat, etc. spricht. Wir verwenden beide 
Bezeichnungen gleichermal3en. 
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und 

deg.(/ ® a) = (1 C5 dx')ia if ® «) ^ 
= f^dx'Aia (^) a 

ist. Dabei bezeichncn wir mit is und ia den symmetrischen bzw. schiefsymmetrischen Ein- 
setzer. Der Beweis erfolgt, indem man die Behauptung auf Tensoren in S*T*M (g) A.*T*M 
nachrechnet. 

Definition 3.6.4 (Die Differentiale 5, 5* und 5~^). 

Set f <Si a E {W (8) A)p. Wir definieren die Differentiale S und 6* mittels 

5{f 0a): = is{£,)f0 dx' A a, (3.6.8) 
(5*(/®a) := dxW/®z„(^) Aa. (3.6.9) 



Fiir homogene Elemente a G {W"^ ® ^^)p wetter 



:= 



I falls n + m = 0, 



(3.6.10) 



Die Abbildung S ^ ist linear auf alle Elemente in (1^ (g) A)p fortsetzbar. Es sei zu bemerken, dafi 
nicht das Inverse von S ist, da S keinen invertierbaren Operator darstellt. 

Definition 3.6.5 (Der Projektionsoperator a). 
Der Operator 

a:{W^A)p^(C[[\]] (3.6.11) 

ist die Projektion auf den symmetrischen und schiefsymmetrischen Grad 0. 

Die Eigenschaften der Operatoren 8,5*,5~^ und a werden im folgenden Lemma zusammengefafit. 

Lemma 3.6.6 (Endomorphismen 5, 6*, und a). 

Es gilt 

i. ) Die lokal definierten Abbildungen 6, 6* , S"^ sind global definierte Objekte und nicht von einer 

Kartenwahl abhdngig. 

ii. ) Der Endomorphismus 5 verringert den symmetrischen Grad und erhdht den schiefsymmetri- 

schen Grad um jeweils eins, was man formal als 

[deg,,S]=-S und [deg,,5] = S (3.6.12) 

schreiben kann. Analog verringert 6* den schiefsymmetrischen Grad und erhdht den symme- 
trischen Grad 

[deg,,S*] = S* und [deg,,6*] = -S* . (3.6.13) 

Hi.) Die Endomorphismen 6, 6* und sind nilpotent vom Grad 2, d. h. es gilt 5"^ = {5*Y = 

(5-1)2=0. 
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iv.) Es gilt das PoiNCARE-Lemma fiir Dijferentialformen aufTpM: 

66-^ + 6-^6 + a = \d. (3.6.14) 

Insbesondere der letzten Gleichung wird eine wichtige Rolle zukommen. Zuerst wollen wir jedoch 
eine Deformation fiir die Algebra {{W (X" A'),fi) angeben. 

Definition 3.6.7 (Das Faserweise WEYL-MOYAL-Produkt). 

Das faserweise WEYL-MOYAL-Produkt Oweyi ist fiir a,b G {W (X" A*)p (lurch 

a Ow,„ b = no e^^"*=(a?^)®*'(^^) (a (E> b) (3.6.15) 

definiert. 

Lemma 3.6.8 (Eigenschaften des faserweisen WEYL-MOYAL-Produkts). 
Das in Definition \3.6. 7| definierte Produkt hat folgende Eigenschaften. 

i. ) Das faserweise WEYL-MOYAL-Produfci ist global definiert und eine (koordinatenunabhdngige) 

Deformation von ((VF (S" A)p, /i). 

ii. ) Das faserweise WEYL-MOYAL-Produfct ist beziiglich des s chief symmetrischen Teils und des 

totalen Grads Deg gradiert, allerdings nicht fiir deg^ und degx- Die Abbildungen S, deg^ und 
Deg sind - anders formuliert - 'Z2-gradierte Derivationen von 0^^.^, von s chief symmetrischen 
Grad +1 fiir 5 bzw. fiir dega und Deg. 

Aufgrund der Gradierung des faserweisen Produktes Oweyi wollen wir festlegen, was homogene Ele- 
mente beziiglich des Deg-Grades sind. 

Definiton und Lemma 3.6.9 (Homogene Elemente beziiglich des totalen Grades Deg). 
Wir definieren die homogenen Elemente beziiglich des totalen Grades vom Grad k als 

= {a G Wp\ Deg a = ka] (3.6.16) 

und weiter {W^^^ ® A)p. Wir konnen Wp als kartesisches Produkt aller Wp^^ auffassen und damit 
ist jedes Element a £ Wp von der Form a = Yl'k'=o '^^^^ ' ''^^'^ jedes homogene Element in W^^^ ist 
von der Form 

[k/2i 

aW = Y: >^'4%r^ (3.6.17) 

r=0 

wobei die Klammer [.J : R— >Z immer auf die nachste ganze Zahl abrundet. Wp ist damit formal 
T>eg- gradiert, und Elemente vom Deg-Grad > k bezeichnen wir mit 

00 

{Wk A)p = IJ (t^^*^) A). (3.6.18) 

n=k 

Man definiert mittels der schiefsymmetrischen Gradierung deg^ einen Z2-gradierten Kommutator 
beziiglich des deformierten Produktes 0^^^^,, der gegeben ist durch 

ad(a)(5) = [a, bL = a Owey, b - (-1)™"6 0^^^,, a (3.6.19) 
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mit a G {W A™')p und b G {W (g) A")p. Das deformierte Produkt 0^^^^, ist im Gegensatz zu ^ nicht 
mehr superkommutativ. Als Zentrum bezeichnen wir alle Elemente a fiir die ad(a) = ist. Dies ist 
immer genau dann der Fall, wenn deg^ a = 0. 

Bemerkung 3.6.10 (Quasiinnere Derivation). 

Wir werden Z2-gradierte Derivationen von 0^^^^, in der Form ^ ad(a) schreiben. Dies ist wohldefiniert, 
da die unterste Ordnung von A im Kommutator verschwindet. Man nennt eine solche Derivation 
eine quasiinnere Derivation. 

Definition 3.6.11 (Biindel aller formalen WEYL-Algebren). 

Wir definieren das Biindel aller formalen WEYL-Algebren fiir p & M als 

W = \J Wp und W A' = \J {W A')p. (3.6.20) 

Das so definierte Vektorbiindel hat unendlichdimensionale Fasern. Wir konnen eine glatte Struktur 
fiir W und (W A) angeben und daher glatte Schnitte definieren, und schreiben 

/ 00 \ 

n 

'' 00 



W = m r°° i^S''T*Mj [[A]], (3.6.21) 
\fc=o / 

W0A'= lf[T'^(s^T*M0A'T*AA] [[A]]. (3.6.22) 



\fc=o / 

Wir setzen alle bisher eingefiihrten punktweisen Abbildungen, d. h. dega, deg^, deg;^, Deg, 6, 5*, 
5^^, a, fj, und o^j^yi auf W bzw. W(g)yl* fort. Damit ist (W, Owey\) eine assoziative Algebra iiber C[[A]], 
und Deg wird zu einer Derivation dieser. Es gilt weiterhin die wichtige Gleichung 

66-^ + 6-^6 + a = \d mit a : W A' ^ C°^{M) [[X]]. (3.6.23) 
Die FEDOSOV-Derivation D 

Nachdem wir nun die zugrundeliegende Algebra definiert und deren wichtige Eigenschaften erlau- 
tert haben, wollen wir uns in einem zweiten Schritt der Konstruktion eines Sternproduktes widmen. 
Dies bedeutet konkret, dafi wir eine Unteralgebra von W (8) yl* suchen, die mittels a in Bijektion 
zu C°°(Af) [[A]] ist. Das mit a zuriickgezogene faserweise Produkt 0^^^^, liefert dann ein C[[A]]- 
lineares Produkt, das sich bei geeigneter Wahl der Unteralgebra von W A' als ein Sternprodukt 
herausstellt. Diese Algebra erhalt man als Kern der Z2-gradierten Fedosov -Derivation. 
Wir benotigen fiir die weitere Konstruktion einen torsionsfreien, symplektischen Zusammenhang 
V, den es nach den Lemmata IA.7.71 und lA.7T9l auf jeder symplektischen Mannigfaltigkeit gibt. Die 
Kriimmung R ist in Kapitel IA.7.21 beschrieben. Die symplektische Kriimmung (vergleiche Lem- 
ma [AXini) 

R{Z, U, X, Y) = uj{Z, R{X, Y)U) (3.6.24) 

ist ein Element in G r~ [S^T*M A^T*M) und damit als ein Element der Algebra (W A*) 
zu interpretieren. Es gilt 
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deg, R = 2R, deg, R = 2R, deg^ R = 0. (3.6.25) 
Wir verwenden nun den Zusammenhang, um ein kovariantes Differential zu definieren. 
Lemma 3.6.12 (Kovariantes Differential D). 

Sei V ein torsionsfreier, symplektischer Zusammenhang. Das kovariante Differential 

D:W0A'^W^A*+^ (3.6.26) 

ist in lokalen Koordinaten mittels 

D{f a) = dx^ A Vi^(/ ® a) 

= V^/(^ dx' Aa + /(g) dx* AVs^a (3.6.27) 

dx'^ dx''' 

= V_s_/ (g) dx* A a + / (g) da. 

dx''' 

kartenunabhangig und global definiert. 

Wir wollen dessen Eigenschaften in der folgenden Proposition zusammenfassen. 

Proposition 3.6.13 (Eigenschaften des kovarianten Differentials D). 
Das kovariante Differential D : W (g yl* — )■ W (g A*~^^ hat die folgenden Eigenschaften: 
i.) [deg^Z?] = [deg^,D] = [Deg,i?] = und [deg^Z?] = D. 

a.) D ist eine Superderivation des undeformierten Produkts /U und des faserweisen Weyl-Mo- 
YAL-Produkts Oyv^yi 

D{a o^,, b) = (Da) o^^^, b + (-l)^a o^^^, (Db), (3.6.28) 

mit a G W (g) 71*= und 6 G W (g) yl* . 
Hi.) DR = 0, [S, D] = 6D + D6 = und 

= [D, D] = \ ad{R). (3.6.29) 
A 

Wie bereits am Anfang dieses Kapitels angedeutet, wollen wir eine Superderivation T> konstruieren, 
deren Kern via a in Bijektion zu C°°(M) [[A]] ist. Die Superderivation 6 ware ein solcher Kandidat, 
allerdings ist das so geerbte Produkt auf C°°(M) [[A]] nur das punktweise Produkt. Ebenso stellt 
sich —S + D als unzureichend heraus, obwohl es sich immer noch um eine Superderivation handelt. 
Der Kern ist jedoch zu klein, da = j ad(i?) 7^ 0. Eine Verbesserung dieser Formel erhalten wir 
durch 



D = + D + iad(r), (3.6.30) 
A 

wobei r G W (g Damit ist D : W g) /l* W (g A'+^. Man kann Gleichung (|3.6.3U!) als eine nach 
dem totalen Grad entwickelte Summe auffassen, da 6 den totalen Grad um 1 verringert, D den 
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totalen Grad konstant halt, und ad(r) den Grad um mehr als erhohen soil. Damit ist r vom 
Deg-Grad > +3, d. h. 

oo 

r = ^r^ eW3(^ mit r'' e W^''^ A\ (3.6.31) 

A;=3 

Die Kriimmung von V stellt eine Obstruktion fiir die GroBe des Kerns dar, daher wollen wir eine 
Formel fiir D-^ berechnen. Wir erhalten fiir ein beliebiges r G (S" 

©2 = 1 [D, D] = I ad(-5r + R + Dr + j^r o^ve,, r) (3.6.32) 
2 A 

sowie 



D {-5r + R + Dr + {r o^,^, r) = 0. (3.6.33) 
Wir werden nun den entscheidenden Satz zur FEDOSOV-Derivation formulieren. 
Satz 3.6.14 (FEDOSOV-Derivation D). 

Sei n = X'^^k G Ar°° (A2r*M) [[A]] eine geschlossene Zweiform, dO = 0, und sei s G W3(g)A° 

mit a{s) = 0. Es gibt ein eindeutiges Element r G Ws mit 

5r = R + Dr + \r 0^^^, r + (1 (g) 17) und (5"V = s. (3.6.34) 
A 

in diesem Fall erfiillt die FEDOSOV-Derivation T> = —5 + D + j ad{R) die Gleichung = 0. 
Bemerkungen 3.6.15. 

Die FEDOSOV-Konstruktion ist somit von der Wahl dreier Parameter abliangig, dem Zusammen- 
hang V, der Reihe Q, geschlossener Zweiformen und dem Element s G W3 A^. Diese GroBen sind 
allerdings nicht unabhangig voneinander. Die Wahl der untersten Ordnung von s kann als Wahl ei- 
nes anderen Zusammenhangs V' interpretiert werden, beziehungsweise umgekehrt kann man durch 
Wahl eines anderen Zusammenhangs das gleiche Sternprodukt erhalten, wenn man s in der un- 
tersten Ordnung anpafit. Da die Zweiform auch frei wahlbar ist, kann man insbesondere die Wahl 
(1(^17) = und s = treffen. Diese Wahl traf auch Fedosov in seiner urspriinglichen Konstruktion. 
Ferner kann man bei dieser Wahl eine Rekursionsformel fiir Gleichung ()3.6.34p angeben 



r 



In der Arbeit NeumaierII2001| | wird gezeigt, dafi man durch die Wahl verschiedener Fedosov- 
Sternprodukte in jeder moglichen Klasse konstruieren kann. Dies bedeutet insbesondere, dafi jedes 
Sternprodukt auf einer symplektischen Mannigfaltigkeit (M, a;) aquivalent (im Sinne von Definition 
13.5. ip zu einem FEDOSOV-Sternprodukt ist. 
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Die Konstruktion des Sternprodukts 

Wir konnen nun den Kern von T> im schiefsymmetrischen Grad bestimmen. Aufgrund der Eigen- 
schaft 2)2 = ist D als eine deformierte Version von S aufzufassen. Im folgenden werden wir uns 
die Gleichung 



DD-i + D-iD + -l-a = id mit A = [S'^ , D + ad{r)] (3.6.36) 

ansehen. Sie ist eine deformierte Version von 66~^ + 6~^S + cr = id und ist gegeben durch 

D-^ = -S-^ -— ^ : ^, (3.6.37) 

einem wohldefinierten Endomorphismus von ^N ® A* . 
Definition 3.6.16 (Die FEDOSOV-TAYLOR-Reihe) . 

Fiir die F^HOSOW -Derivation D = -S+D+j^ad(r) ist die FEDOSOV-TAYLOR-i?ei/ie definiert durch 

C^{M) [[A]] 3f^ T{f) = ^ . f e W (3.6.38) 

id —[o^^,D + J aa{r)\ 

Lemma 3.6.17. 

Sei f G C°°{M) [[X]], dann gilt fiir die FEDOSOV-TAYLOR-i?e«/ie r(/) 

a(T(/)) = / (3.6.39) 

und 



-if) = E 



n=0 



S-\D + \adir) 
A 



/ = /+ d/®l + --- . (3.6.40) 



Damit haben wir die gesuchte Bijektion zwischen C°°{M) [[A]] und kerD n W gefunden, die wir 
benotigen, um das FEDOSOV-Sternprodukt zu konstruieren. 

Satz 3.6.18 (Das FEDOSOV-Sternprodukt). 

Sei a G W. gilt T)a = genau dann, falls a = r((j(a)), womit r : C°°(M) [[A]] ^ ker!D n W eine 
C[[A]] -imeare Bijektion mit dem Inversen a ist. Das Produkt 

f-kg = a{T{f) oweyi r(c?)) 

W (3.6.41) 
= /5+^{/,5} + 0(A^) 

ist ein differentielles und natiirliches Stemprodukt, das genau dann Hermitesc/i ist, falls CI = Q 
und s = s reell gewahlt wurden. 



3.6. Konstruktion von Sternprodukten: FEBOSOV-Konstruktion 



67 



3.6.2 Die FEDOSOV-Konstruktion auf Vektorbiindeln 



Im nachsten Schritt wollen wir die FEDOSOV-Konstruktion auf eine bestimmte Art von Bimoduln 
fortsetzen, bei dem d er Bimodul ein (ggf. HERMlTEsc hes) Vektorbiindel ist. D iese Konstruktion 

zuriick. Eine Ver- 



Waldmann 



2002 



Weiss 



20061 1 ■ 



geht auf die Arbeiten [Bursztyn &: WaldmannI 120001 ] und 
allgemeinerung dieser Konstruktion findet man in der Diplomarbeit von 
Neben dem in Definition 13 . 6 . 1 11 definierten Biindel aller formalen WEYL-Algebren, wollen wir noch 
zusatzlich die folgenden Biindel definieren. Dazu sei {E (M, w, V)) ein Vektorbiindel iiber einer 
symplektischen Mannigfaltigkeit mit Zusammenhang, das ebenfalls mit einem linearen Zusammen- 
hang ausgestattet ist. Dieser Zusammenhang induziert einen Zusammenhang V^""*^^' auf 
dem Endomorphismenbiindel iiber E, vergleiche Lemma lA.6.101 
Wir fiihren im folgenden zwei neue Biindel ein 



W yl' £ = n [S^T*M ® A'T*M ® Ej [[A]], 

\fc=0 / 
W A* (g) &nd{E) = ( fjr^ (S^T*M (^A'T*M (^End{E)U [[A]]. 



(3.6.42) 
(3.6.43) 



Lemma 3.6.19 (Eigenschaften der Tensoralgebren) . 

i.) Die Algebra yl* (8> £.nd{E) ist assoziativ. In den ersten beiden Faktoren fdllt die Struktur 

mit der von W A' zusammen, im letzten ist es die Komposition von Endomorphismen. 
a.) Das Biindel W (8) Tl* (8) £ ist ein Bimodul filr W (8 yl* (8) £.nd{E) von links und fiir W (8 yl* von 
rechts. Die Modulstrukturen sind gegeben durch 

(/ (8 a (8 A) •' (5 (8 /? (8 s) := / V 5 (8 a A /3 (8 As, 

(3.6.44) 

(g 8) /? 8) s) • (/i (8 7) := 5 V /i (8 /3 A 7 (8 s. 

fiir alle {f (g) a A) e W (g) A* End{E), (5 8) /3 8) s) G W (8 yl* (8 £ und (/i (8 7) G W (8 yl'. 

Die Endomorphismen 6, 6* und werden auf triviale Weise auf die beiden Biindel W (8 yl* <8 £ 
und W A' £.nd{E) erweitert, indem sie auf Elementen das letzte Argument unangetastet lassen. 
Andersherum fassen wir die Algebra W A* als W (8 yl* (8 1 auf und schreiben 



5 = {lCSdx'(^ l)is und 6* = {dx'(^l(^ l)ia , (3.6.45) 

so daB wir symbolisch einen Operator fiir alle drei Biindel haben. 

Wir wollen nun eine Deformation der Modulstruktur angeben. Dazu bedienen wir uns des auf W(8yl* 
eingefiihrten WEYL-MOYAL-Produkts, und wir definieren die deformierten Modulverkniipfungen o' 
und o der Gleichungen (j3.6.44p via 

(/ a yl) o' (5 ® /3 s) := / oweyi 5 a A /3 As 

(3.6.46) 

(5 (Xi /3 (8 s) o (/i (8 7) := g 0^^^, /i (8 /3 A 7 (8 s. 

Damit und den deformierten Produkten der Algebren {W0A*0£,nd{E) und W0A') wird W(8A*(8£ 
zu einem (W 8> yl* 8> 8,nd{E), W 8) yl*)-Bimodul beziiglich der deformierten Bimodulstrukturen o' 
und o. 
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Kovariante Ableitungen, die FEDOSOV-Derivation D' und die Deformation 

Die weitere Vorgehensweise ist analog zur iiblichcn FEDOSOV-Konstruktion: mit Hilfe der Derivatio- 
nen S, und eines linearen Zusammenhangs V^"''^^' auf dem Endomorphismenbiindel bzw. auf 
dem Vektorbiindel konstruieren wir die FEDOSOV-Derivationen D' und D^, so da6 deren Quadrat 
verschwindet. Der Kern der Superderivationen bildet dann eine Unteralgebra bzw. einen Untermo- 
dul, und der Fullback der faserweisen WEYL-MOYAL-Produktc wird dann zu einer Moduldeformati- 
on fiihren. In einem ersten Schritt werden wir die notwendigen Strukturen kurz erlautern, dann eine 
assoziative Deformation der Algebra {End{E)) betrachten und letztendlich die Modulstrukturen 
deformieren. 

Definition 3.6.20 (Kovariante Ableitungen und D'). 

Man definiert auf dem Raum W (g) yl* (g) £ und W (g yl* (8) End{E) kovariante Ableitungen, mittels 

(/ ® a ® s) h-^ D{f ®a)®s + f® dx* A a ® Vj_s (3.6.47) 



= V_9^/ (g) dx^ ^a® s + f ® da® s + f ® dx^ ^a® V%^s. 

und analog definiert man die kovariante Ableitung D' := D^"'"^^^ aufW® A* E,nd{E) 

D' -.W^A*® E.nd{E) ^ W A*+^ End{E) 

(/ (g) a (g) A) D{f <S) a) (S) A + f <S) dx' A a V^'-^U ^3 g 

= Va^/ (g)dx^Aa(g)^ + /(gda(g^ + /(gdar^Aa(g V^^''^. 
Lemma 3.6.21 (Eigenschaften von und D'). 

Set die Kriimmung des Vektorhiindels E M . Die kovarianten Ableitungen und D' haben 
die folgenden Eigenschaften: 

i.) ist super derivativ beziiglich der deformierten Modulstrukturen. Sei nun a G W (g) yl* (g) 
&nd{E), * G W (g) yl* (g) £ und beW^A*, dann gilt 

D^ia o' *) = (D'a) o' * + {-if^^-^'a o' (Lf^^r), 

r>^(* 0b) = (D^*) O 6 + (-l)dega f ^ o (Db), 

a.) {D'f = ^ ad(i? - iAi?^) und {D^f = { ad(i?) + i?^, 
Hi.) SR"" = 0, D'R'' = 0. 

Die Konstruktion der FEDOSOV-Derivation D' : W (g yl* (g £nci(£') ^ W (g A* (g End{E) verlauft 
komplett analog zu der Konstruktion von D, und der Ansatz ist 



T)' = -5 + D' + \a.d{r'), (3.6.49) 
A 

wobei r' ein Element in W (8) ^* (8) End{E) ist. 
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Satz 3.6.22 f [FedosovII1996I . Sect. 5.3]). 



Sei 0, = Ylri=i '^"^n fiine geschlossene Zweiform, dann existiert genau ein r' G W (8) yl* ® £.nd{E) 
mit dem s chief symmetrischen Grad +1 und einem totalen Grad > 3 so dafi 

6r' = R- iAi?^ + D'r' + {r o^^^, r' + (1 ® J] ® 1) und 5" V = 

erfiillt ist. Damit ist (D')^ = 0. 

Der Unterschied zu D besteht darin, daB sowohl die Kriimmung des Vektorbiindels E als auch die 
der Mannigfaltigkeit M kompensiert werden mui3, was den zusatzlichen Term erklart (vgl. hierzu 
Satz 13.6.141) . 

Mit der Projektion a' : ker D'nker deg^, — >• T°° (End (£')) [[A]] und deren Umkehrabbildung r' , die wir 
auch als FEDOSOV-TAYLOR-Reihe bezeichnen, sind wir in der Lage, eine assoziative Deformation 
auf r°°(End(£'))[[A]] anzugeben. 

Satz 3.6.23. 

Die Abbildung a' : kerD' n ker deg^ — s-F^^ (End(£'))[[A]] ist eine <C[[X]]-lineare Bijektion. 

Aus der Tatsache, daB der Kern einer Superderivation eine Unteralgebra ist, folgt nun, daB wir das 
faserweise WEYL-MOYAL-Produkt o' auf W (g) Tl* (g) E,nd{E) mittels a' und r' auf T°° (End(£;))[[A]] 
zuriickziehen konnen: 

A*' B = a\T'{A)oT'{B)), (3.6.50) 

fiir A,B e T°° (End(i?))[[A]]. Damit wird (F°° (End (£'))[[A]], V) zu einer assoziativen, deformierten 
Algebra. 

Bemerkung 3.6.24. 

A priori ist nicht klar, daB r' von der Form r' = X^^g A"r^ ist, da das undeformierte Produkt 
auf W A* £,nd{E) schon nichtkommutativ ist. Es konnten in der Rekursionsformel fiir r' durch 
den ^-Term beliebig viele negative Potenzen von A generiert w erden. Dies kann man a posterior i 
allerdings ausschlieBen. Eine genaue Betrachtung findet man in BURSZTYN Sz WaldmannI|200C1| |. 
die in der Kategorie der formalen LAURENT-Reihen in A rechnen, jedoch a posteriori zeigen, daB 
keine negativen Potenzen von A auftauchen. 



Die FEDOSOV-Derivation und die deformierten Bimodulstrukturen und • 

Wir haben bislang zwei Algebren deformiert: zum einen die Funktionenalgebra (C°°(M) [[A]], *) und 
zum anderen die Schnitte im Endomorphismenbiindel (r°° (End(£^))[[A]], V). Dabei miissen wir fiir 
die folgenden Betrachtungen beachten, daB wir in beiden Fallen dieselbe geschlossene Zweiform $7 
gewahlt haben miissen, da sonst die folgende Konstruktion nicht moglich ware. 
Es liegt nun nahe, auch die Bimodulstrukturen des Bimoduls r°°(End(_B))r°° (-^)c°°(M) deformie- 
ren. Die wesentliche Arbeit hierzu haben wir bereits geleistet, es bleibt, eine geeignete FEDOSOV- 
Derivation T>^ sowie eine FEDOSOV-TAYLOR-Reihe anzugeben. 
Wir definieren D^:W(gyl»0£-^W® A*+^ ® £ mittels 



■D'' = -6 + + \ ad(r) + r^. 



(3.6.51) 
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(3.6.52) 



wobei = ji^' — r) ist. 

Satz 3.6.25 (FEDOSOV-Derivation und die Fedosov- Taylor- Reihe r^). 
Die FEDOSOV-Derivation T>^ hat die folgenden Eigenschaften 

i.) T)^ ist gradiert derivativ beziiglich der deformierten Bimodulstrukturen o' und o 

D^(^ ob) = CD^^) oh+ (-l)des- o 

fur a ^^SI ® A' ® End{E), e W (gi A* E undbeW(gA*. 

a.) Nilpotent von der Stufe 2, d. h. (2)^)^ = 0. 
Desweiteren ist 

: ker n ker deg, ^ r°° {E)[[X]] (3.6.53) 

eine (C[[X]]-lineare Bijektion, deren Inverses die FEDOSOV-TAYLOR--Rei/ie ist. Diese kann explizit 
rekursiv fur ein Element s G T°° {E)[[X]] berechnet werden. 



Beweis. Der Beweis hierzu findet sich in 



Waldmann 



20021 1 ■ □ 



Damit sind wir in der Lage, auch die Bimodulstrukturen zu deformieren, und es gilt folgendes 
KoroUar. 

KoroUar 3.6.26 (Der deformierte Bimodul (r-(End(£;))[[A]],v)(r°° (£^)[[A]], •', •)((7oo(m)[[a]],*))- 

Die Schnitte T°° {E)[[X]] werden ein Bimodul fiir -k' und -k mittels 

A.'s :=a^(T'(^)o'T^(s)) und s./ :=a^(T^(s)or(/)), (3.6.54) 
fiir yl G r~ {End{Ej)[[X]], s G r°° {E)[[X]] und f G C°^(M) [[A]]. 
Definition 3.6.27 (FEDOSOV-Bimodul). 

Man nennt einen deformierten Bimodul (r°° (End{E))[[X]],*')(X°° (-^)[[A]]' •)((7°°(M)[[A]] *)' ^^'^ mittels 
der Fedosov -Konstruktion fiir Vektorbiindel erhalten werden kann, einen FEDOSOV-Bimodul. 

Ein interessanter Fall liegt vor, wenn das Vektorbiindel E ein komplexes Geradenbiindel E = L 
M ist. Dann ist die von links wirkende Algebra {T°° (End(L))[[A]],*') auch eine Sternproduktalge- 
bra, da F^ (End(L))[[A]] = C^{M) [[A]]. 

Lemma 3.6.28 (Charakteristische Klassen von -k' und *). 

Sei L ^ M ein Geradenbiindel. Die charakteristischen Klassen der Sternprodukte V und * hdngen 
iiber die folgende Beziehung zusammen 

c(V) = c{k) + 27rici(L), 



wobei ci(L) die erste CaERN-Klasse von L ist. 
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3.6.3 G-Invariante FEDOSOV-Konstruktion 

Nachdem wir in Kapitel 13.6.11 die FEDOSOV-Konstruktion detailliert besprochen und in 13.6.21 ei- 
ne Verallgemeinerung fiir Vektorbiindel angegeben haben, werden wir nun durch die Wahl von 
speziellen Zusammenhangen (bzw. der Wahl von Klassen spezieller Zusammenhange) und einer 
invarianten Zweiform in der Lage sein, unter einer LiE-Gruppe G oder unter einer LiE-Algebra 
Q invariante Sternprodukte und Bimoduldeformationen zu konstruieren. Dabei bezeichnen wir ein 
Sternprodukt als G-invariant, wenn es eine Wirkung einer Gruppe G auf M gibt, so dai3 

g.{f*h) = {g.f)*{g.h) 

fiir alle f,h £ C°°{M) [[A]] und g €z G. Fiir eine detaillierte Beschreibung sowie eine ausfiihrliche 
Motivation, solche Sternprodukte zu betrachten, verweisen wir auf Kapitel l4.ll 



Die Moglichkeit der Konstruktion G-invarianter Sternprodukte wurde s chon in FedosovII1996 | 
erwah nt. Eine g-invariante FEDOSOV-Konstruktion geht auf die Arbeit von 



Muller-Bahns Neumaier 



2004( 1 zuriick. Die hier vorgestellte Konstruktion ist eine Verallgemeinerung, da sie eine G-invariante 
Formulierung der Deformation von Vektorbiindeln liefert. Dazu benotigen wir auf dem Vektorbiindel 
E M eine Wirkung, die von der G- Wirkung auf der Mannigfaltigkeit M kommt, also eine 
Hebung darstellt. Ist das Vektorbiindel mit einer solchen G- Wirkung versehen, so erbt das Endo- 
morphismenbiindel auf kanonische Weise die Wirkung. 

Die Idee der Konstruktion ist denkbar einfach: durch die Wahl G- bzw. g-invarianter Eingangs- 
daten, sprich einem invarianten, torsionsfreien symplektischen Zusammenhang V, sowie einer in- 
varianten symplektische Zweiform uj, erhalt man auch invariante Sternprodukte bzw. invariante 
Moduldeformationen. Die geometrischen Grundlagen zur g- und G-Invarianz sind in Anhang IA.8I 
zusammengetragen. 

Wir werden nun in aller Kiirze die G-Invarianz der entscheidenden Strukturen aufzeigen. 
Lemma 3.6.29 (Invarianz der Endomorphismen 6,6*,6~^). 

Die Dijferentialoperatoren 6 und 6* sind unter einer G-Wirkung invariant. Da die G-Wirkung 
graderhaltend, so ist auch 5^^ G-invariant 

g.6{a)=6{g.a), g .6* {a) = 6* {g .a) , g .5~\a) = 5~\g .a) . (3.6.55) 

Beweis. Es sei nun a von der Form a = f a u, wobei u ein Platzhalter je nach Biindel ist, 
d. h. wir setzen 



a Qs) u := 



/ (g) a (g) 1 fiir 
/ a (g s fiir 
f ^ a® A fiir 



aeW(g)A'(g)E 
aeW(g)A'(E)S,nd{E). 



g.{Sa) = g. (is (^) / dx' A a «) n) 

= 9-is (S) / dx* A a) ® g.u 
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^ * f fS) (pl-ii dx' A a) (S> g.u 
= is ( <f>*g-iis (/-) ) d (f>*g-ix^ A (t>*g.ia0g.u 

d 9-f X' 9-a 

= is 9-f ® dx* A g.a (g) ^.u 

Analog dazu zeigt man, dafi g.{6*a) = 5*{g.a) ist. Damit ist ebenfalls der Beweis fiir erbracht, 
falls die G-Wirkung die Grade erhalt. Wie die Wirkung auf den Endomorphismen und den Schnitten 
wirkt haben wir in Anhang IA.8I zusammengestellt. 

□ 

Lemma 3.6.30 (Aquivarianz des faserweisen WEYL-MOYAL-Produkts Oweyi). 

Gegeben sei ein faserweises WEYL,-M.OYAL-Produkt nach Definition \3. 6.7\ mit einer G-invarianten 

PoiSSON -Struktur. Das faserweise WEYL-MOYAL-Produkt ist dann G-invariant, d. h. es gilt 

g.{a ovveyi b) = (g.a) 0^,^, (g.b). (3.6.56) 

Beweis. Der Beweis ist eine einfache Rechnung 

g-{a Owe, b)=f, o^,, e^^-^"*=(^-^)®^^(^-^) (g.a) (g.b) 

\fklkt- f d \„. I d 



□ 



owey, e 2 '^yax^ J V dx^ J (g.a) (g.b) 

(g-a) oweyi {g-b). 



Bemerkung 3.6.31. 

Natiirlich ist nicht nur das faserweise WEYL-MOYAL-Produkt G-invariant, sondern aufgrund der 
Tensorstruktur auch die Fortsetzung auf die Biindel W A', W (g) yl* £ und W A* ® tnd{E). 

Lemma 3.6.32 (G-Invarianz der kovarianten Differentiale D , D' und D^). 

Seien V und unter der Gruppe G-invariante Zusammenhdnge auf TM bzw. E M . Die 
kovarianten Differentiale D, D' und sind unter der G-Wirkung invariant. 

Beweis. Wir rechnen nach 

= g.{D{f (^a)(^s + f (g) dx^ A a (g) V_|_s) 

= g-C^-d-f dx* A a (g) s) + g.{f (g da s) + g.{f dx* A a (g) Vj|_s) 

= g-C^JLf) g-{dx' A a) (g g.s + g.f <^g.da<^ g.s + g.f (g ^.(dx* A a) (g g.{V%^s) 



\ s^g-f ^ g- dx^ A g.a (g) g.s + g.f (g dg.a (g g.s + g.f (g) g. dx* A g.a (g) V'^ g g.s 
'^%_g-f ® dx* A g.a ® g.s + g.f (g) dg.a (g g.s + g.f (g dx* A a (g V_%_g.s 
D^{g.^). 
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Damit haben wir gleichzeitig gezeigt, daB auch D mit der Wirkung g. vertauscht, indem wir den 
zweiten Term der ersten Zeile „vergessen". Da der Zusammenhang V^"''*'^' auf dem Endomorphis- 
menbiindel auch invariant ist, wenn invariant ist (siehe Lemma lA.S.lSp . folgt die Invarianz von 
D' automagisch. □ 

Lemma 3.6.33 (G-Invarianz der Kriimmungen R und R^). 

Sei {M,uj,'V) eine symplektische Mannigfaltigkeit mit einem G-invarianten Zusammenhang, und 
{E M,V^) sei ein Vektorbiindel iiber der Mannigfaltigkeit M mit einem G-invarianten Zu- 
sammenhang V^. Die symplektische Kriimmung R nach Definition und Lemma A. 7. 10 und die 
Kriimmung R^ sind G-invariant, d. h. es gilt 

g.R = R und g.R" = R'' . (3.6.57) 

Beweis. Fiir den Beweis rechnen wir nach 

g.{Da) = D{g.a) woraus dann folgt, daB Da = g.{D{g^^ .a)) 
i i i (3.6.58) 

^D^a=- ad(i?)(a) = g.{D\g-\a)) = jg.{ad{R){g-\a)) = - ^d{g.R){a) 

Daraus folgt unmittelbar, dafi R — g.R zentral ist. Da andererseits fiir den symmetrischen Grad 
dega(i? — g.R) = 2{R — g.R) gilt, muB R — g.R = sein. Analog verhalt es sich fiir R'^. Nach 
Lemma 13.6.211 gilt 

(Z)')2 = 1 ad(i? - iAi?^) und {D^)^ = \ ad{R) + i?^. (3.6.59) 
A A 

Mit einer zu Rechnung (j3.6.58p analogen Betrachtung ergibt sich die Behauptung. □ 

Wir gehen nun davon aus, dafi sowohl das Element s G W^^A^ als auch die geschlossene Zweiform 
n E Ar°° (A^T^M) [[A]] invariant unter der G- Wirkung ist, d. h. es gilt 

g.s = s und g.Q = Q, (3.6.60) 

Solche finden wir natiirlich immer, da wir insbesondere 5 = und 17 = wahlen konnen. Wir 
wahlen s = 0, dann gilt = g.{5~^r) = 6~^{g.r). Fiir das Element r ist somit 



6{g.r) = g.{6r) = g.{Dr) + jg.{r o^^^, r) + g.R + ^.(1 ®VL(^l) 
= D{g.r) + jig.r Owey, g.r) + g.R + (1 ® g.n ® 1) 
= D{g.r) + j{g.r 0^^^, g.r) + R + {1 (g) n 1), 

woraus aufgrund der Eindeutigkeit g.r = r folgt. Analog verfahren wir mit r', und damit haben 
wir auch die Invarianz von geschenkt bekommen. 

Nun sind wir in der Lage die G-Invarianz der FEDOSOV-Derivationen T>, D' und 2)^ zu zeigen. 

Lemma 3.6.34 (G-Invarianz der FEDOSOV-Derivationen D, D' und D^). 

Die FEDOSOV-Derivationen T>, T>' und T>^ sind G-invariant. 
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Beweis. 

g.iVb) = -g.{5b) + g.{Db) + jg.{ad{r)b) 

= -6{g.b) + D{g.b) + jad{g.r){g.b) 

= -S{g.b) + D{g.b) + jadir)ig.b) 
= 'Dig.b) 

Analog dazu zeigt man g.{1)'a) = T)'{g.a) und fi(.(D^^) = T)'^{g.'^). □ 
Satz 3.6.35 (G-invariantes FEDOSOV-Sternprodukt -k). 

Gegeben eine symplektische G-Mannigfaltigkeit mit Zusammenhang (M, V). Das resultierende 
FEDOSOV-Sternprodukt -k^^ XI ist genau dann G-invariant, falls die symplektische Zweiform oj, der 
Zusammenhang V, sowie die geschlossene Zweiform und das Element s auch G-invariant gewdhlt 
wurden, und es gilt 



9-{a *(v,si.s) b) = (g.a) ^(v.n,.) {g-b). (3.6.61) 

Beweis. Der Beweis ist nach der gemachten Vorarbeit nicht weiter schwierig. Wie bereits gezeigt 
vertauscht T) mit alien g G G. Daraus folgt nun 



V{g.{r{f)))=g.{VT{f)) = 

^ 9-T{f) = T{g.f), da a{g.T{f)) = g.f. 

Und damit ist 

9-{f *(v.n.s) h) = g.{a{T{f) 0^^^, r(/i))) 

= (^{9-{T{f) Oweyl T{h))) 

= cr{9-T{f) oweyi g-T{h)) (3.6.62) 
= cr(T"(5-/) oweyi rig.h)) 
= (g-f) *{v,n,s) {9-h)- 

□ 

Satz 3.6.36 (G-aquivarianter deformierter Bimodul). 

Sei G eine Gruppe, (M, (^,G, V) eine symplektische G-Mannigfaltigkeit mit einem G-invarianten 
Zusammenhang V. Desweiteren sei {E M,G,V^) ein G-Bilndel mit einem G-invarianten Zu- 
sammenhang V^. Ist nun ri eine G-invariante geschlossene Zweiform, so ist der daraus konstruierte 
Fedosoy -Bimodul (£,•',•) G-dquivariant. 

Beweis. Der Beweis geschieht vollstandig analog zu dem von Satz 13.6.351 Aufgrund der Invarianz 
von T>' und T)^ sowie der Biindeldeformationen o' und o folgt analog zur Rechnung (|3.6.62p 

g.{A*' B) = {g.A)*' (g.B), g.{A s) = (g.A) (g.s), 9.{s • f) = {g.s) • {g.f) (3.6.63) 

fiir A,BeF^ (End(^))[[A]], s G (^)[[A]] und / G C^{M) [[A]]. □ 
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Bemerkungen 3.6.37. 

i.) Analog zu der hier behandelten G-Invarianz kan n man auch die unter einer LlE-Alg ebra 
0-aquivariante FEDOSOV-Konstruktion betrachten [Muller-Bahns fc Neumaier1|2004 |. 

a.) Die hier gemachte Konstruktion ftir Sternprodukte oder die Bimoduln ist sehr kanonisch, 
und scheinbar ist es einfach, einen g- oder G-aquivarianten deformierten FEDOSOV-Bimodul zu 
konstruieren. Das Problem besteht darin, invariante Zusammenliange auf der Mannigfaltigkeit 
bzw. auf dem Vektorbiindel zu finden. Im allgemeinen ist dies sehr schwierig und nicht immer 
moglich. Wir werden dieses Problem in Anhang IA.8I aufgreifen und einige Falle angeben, 
in denen es immer invariante Zusammenhange (und damit invariante Sternprodukte und 
Bimoduln) gibt. 



Kapitel 4 

/f-Aquivarianz und 
MORITA-Aquivalenz deformierter 
Algebren 



4.1 Invar iante und iif-aquivariante Sternprodukte 
4.1.1 Motivation und erste Beispiele 

In diesem Kapitel wollen wir einige Motivationen und Grundlagen geben, Sternprodukte anzugeben, 
die unter einer spater naher beschriebenen Wirkung invariant sind. 

Die Motivation liegt auf der Hand, denn in der Physik spielen Invarianzen unter (Lie-) Gruppen- 
bzw. LiE-Algebrenwirkungen eine wichtige Rolle [Marsden k, RatiuII200CII |. 

i.) Symmetrien spielen in der klassischen wie in der Quantenmechanik eine wichtige Rolle. Sym- 
metrien und Erhaltungsgrofien sind eng miteinander verkniipft, da (unter „g unstigen" Voraus - 



setzungen) jede Symmetric eines Systems einer ErhaltungsgroBe entspricht |NoetherII1918 |. 
Die naheliegenden Beispiele sind Translationsinvarianz, Rotationsinvarianz und Homogenitat 
der Zeit, die Impulserhaltung, Drehimpulserhaltung und Energieerhaltung zur Folge haben. 
ii.) Zwangsbedingungen bzw. Constraint$i!j sind aui3ere Zwange auf ein physikalisches System. Die- 
se sind haufig geometrischer Natur und schranken den Konfigurationsraum (und damit auch 
den Phasenraum) ein. Durch diese Einschrankungen ist es in der klassischen wie in der Quan- 
tenmechanik oft moglich den anfanglich „gro6en" Phasenraum zu verkleinern. Dies geschieht 
mittels Phasenraumreduktion, was mathematisch dem Ubergang von einem symplektischen 
Phasenraum (M, uj) zu einem reduzierten, d . h. niedrigerdimensionalen (M^^^ , oj^cd) entspricht. 



Siehe hierzu Abraham Marsden 



1985 



Mannigfaltigkeiten mit Sternprodukten 



Bordemann|[2004I : 



BORDEMANN et ol. 



Marsden &: Ratiu 



BORDEMANN et ol. 



1996 



1999| und fiir den Fall von 



2001 



i 



KOWALZIG et adl2004l : 



20051 ] . Wir wollen einige Beispiele fiir die Phasenraum- 



reduktion angeben. 



^Der Unterschied zwischen Zwangsbedingungen und Constraints ist, dafi erstere sich insbesondere auf den Orts- 
raum beziehen, also Bedingungen an Orte stellen, letztere jedoch auf Einschrankungen im Phasenraum. Diese subtile 
Unterscheidung wird oft dadurch hervorgehoben, dafi man auch von Phasenraum- Constraints spricht. 



77 



78 



Kapitel 4. H-Aquivarianz und MORITA-Aquivaienz deformierter Algebren 



(a) Ein starrer Korper im R^. Dessen Konfigurationsraum ist x SO (3). Der Phasenraum 
ist damit T*{K^ x S0(3)) = r*]R,3 x r*S0(3). Fixiert man den Schwerpunkt und spaltet 
die Translationen ab, so ist der Phasenraum x S0(3). 

(b) Ein (starres) Pendel im Schwerefeld. Der ursprtingliche Konfigurationsraum R'^ wird 
durch die Zwangsbedingung zu S'^ reduziert, der Phasenraum ist damit T* S"^. 

in.) Eichfreiheit ist eine speziehe (da physikahsch unbeobachtbare) Art der Constraints, die ins- 
besondere in der Feldtheorie auftritt. Auch hier spielen Wirkungen von LiE-Gruppen und 
LiE-Algebren eine wesentliche RoUe. 

Wir wohen uns nun ansehen, wie man Symmetrien in den Sternproduktformahsmus implementiert. 

Dazu werden wir einige Definitionen und bekannte Beispiele angeben, sowie das verallgemeinernde 

Konzept der HOPF-Algebrawirkung implementieren. 

Definition 4.1.1 (Invariante Sternprodukte). 

Sei ^ : M ^ M ein Diffeomorphismus der symplektischen Mannigfaltigkeit {M,uj,-k). Wir nennen 
das Sternprodukt 

i. ) invariant unter falls ^*{f * g) = * {^*g) fur alle f,g£ C~(M) [[A]]. 

ii. ) quanteninvariant, falls es eine formale Reihe T = id + X^J^i X^T^ von Differentialoperatorer^ 

Tr giht, so dafi $* o T ein Automorphismus von -k ist. 



Waldmann 



19951 1^. 



Beispiel 4.1.2 (Invarianz des WiCK-Produkts, 
Das WiCK-Produkt im ist unter der kanonischen U(n)-Wirkung invariant, da die Gruppe U(?i) 
symplektisch durch Matrixmultiplikation auf C" operiert: = Uz, wobei U G U(n) ist. 

Die Begriffe der Invarianz und der Quanteninvarianz sind allerdings noch zu wenig restriktiv. 
Durch das Einfiihren bzw. der Suche nach Impul sabbildungen konnen wir die Freiheitsgrade re- 
duzieren. Dazu orientieren wir uns an Arbeiten von 
und 



Arnal et al. 



GUTT fc Rawnsley 



findet man in 



19831 1 . 



BORDEMANN et al. 



200C] 



2003 1 ■ Eine a.usfuh rhche Beschreibung zu klassischen Impulsabbildungen 



Abraham fc MarsdenII1985 |. 



Definition 4.1.3 (Invariante Sternprodukte und Impulsabbildung) . 

Gegeben eine symplektische Mannigfaltigkeit (M, w,*) mit Sternprodukt. Desweiteren sei eine ad*- 
invariante Impulsabbildung J : M — ?■ g* gegeben. Man nennt das Sternprodukt -k 
i.) invariant, falls fiir alle f,g & C°°{M) [[A]] und ^ G gilt 



{{J,0J*9} = {{J,0J}*9 + f^{{J,0,9} 
ii.) aquivariant, falls fiir alle (,,r] £ q gilt 

(J, * {J, V) - {J, V) * {J, = iA{( J, , {J, V)} = iA( J, [e, r/]) . 
Hi.) stark invariant, falls fiir alle ^ £ Q und f £ C°°{M) [[A]] gilt 



(4.1.1) 



(4.1.2) 



(4.1.3) 



Im allgemeinen miissen die Tr keine Differentialoperatoren sein, da wir uns aber auf different ielle Sternprodukte 
beschranken, ist dies automatisch gegeben. 
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iv.) quantenaquivariant, falls es glatte Abbildungen Jn : M^q* f^C mit Jq = J gibt, so dafi ftir 
die Quantenimpulsabbildung J = X],^o "^"^"^n und fur alle (,,1] £ g gilt 

{J, * {J, V) - {J, V) * {J, = iA( J, [e, V])- (4.1.4) 

Dabei ist (J, (^zw. (J,^) ) die natiirliche Paarung mit Werten in C°°{M) (bzw. C°°{M) [[X]]), 
und wir schreiben auch {J,^,) =: (bzw. (J,^) =: J^). 

Bemerkung 4.1.4 (Aquivarianz und Kovarianz). 

Die Begriffe dquivariant und kovariant meinen im Zusammenhang mit Gruppenwirkungen dasselbe 
und werden in der Literatur synonym verwendet. Wir haben uns bemiiht in dieser Arbeit ausschlieB- 
lich ausschliefilich den Ausdruck dquivariant zu verwenden, auch wenn in der jeweils angegebenen 
Literatur der Begriff kovariant verwendet wurde. 

Im Rahmen der Deformationsquantisierung ist die Quantenaquivarianz in gewisser Hinsicht die 
„naturlichste" Art, da sie die kategoriell besten Eigenschaften hat. Da bei der Quantenaquivarianz, 
aufgrund der hoheren Ordnungen in A, mehr Freiheitsgrade zur Verfiigung stehen, ist sie erstmal 
weniger restriktiv als die Aquivarianz oder die starke Invarianz. Jedoch gibt es fiir die Existenz von 
Quantenimpulsabbildungen keine Beweise. Nichtsdestotrotz werden wir uns im Rahmen der HOPF- 
*-Algebren im wesenthchen mit der Quantenaquivarianz auseinandersetzen. Dazu werden wir im 
folgenden Kapitel auf den Begriff der Impulsabbildung zuriickgreifen, den wir bereits in Kapitel ?? 
eingefiihrt haben. 



4.1.2 Formulierung mittels HoPF- Algebra Techniken 

In diesem Kapitel werden wir das algebraische Konzept der HOPF-Algebren nutzen, um einen ge- 
eigneten Begriff der Invarianz im Rahmen von deformierten Algebren und insbesondere Sternpro- 
dukten zu formulieren. Als Beispiele werden die Gruppenalgebra einer Gruppe sowie die universell 
Einhiillende einer LiE-Algebra dienen, die wir durch diese Formulierung gemeinsam behandeln 
konnen. Desweiteren sind wir in der Lage eine weitere Klasse von Symmetrien , die als Quan ten- 



gruppen oder q-deformierte Gruppen in der Literatur zu finden sind |majid|[i995I : Ikasse Jl995l ] . 



zu 



behandeln. Die g-deformierten Hope- Algebren sind dann im Gegensatz zur universell Einhiillenden 
einer Lie- Algebra oder der Gruppenalgebra nicht mehr kokommutativ (vgl. Beispiel IA.2.27p . 
Die Notation und die wichtigsten Definitionen und Satze beziiglich HOPF-Algebren sind in An- 
hang IA.2I zusammengetragen. 



4.1.3 Erste Definitionen und Beispiele 

//-invariante Sternprodukte 

Definition 4.1.5 (iJ-Invariantes Sternprodukt). 

Gegeben eine PoiSSOT^ -Mannigfaltigkeit {M,A,-k) mit einem Sternprodukt nach Definition \3. 4 ■ <§! und 
einer YioVF- Algebra H mit einer Wirkung > auf der Funktionenalgebra C°°{M) (beziehungsweise 
auf C°°(M) [[A]] durch summandenweises Fortsetzen). Das Sternprodukt -k ist iZ-invariant unter 
der Wirkung i> (oder auch invariant unter einer Wirkung o von H), falls {H, (C°°(M) [[A]],*),i>) 
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eine H -Linksmodulalgebra nach Definition \A.2.2R ist. Insbesondere gilt fiir alle h ^ H und f,g £ 
C^{M) [[A]] 

h>{f*g) = /) * (/i(2) > g)- (4.1.5) 
Die beiden wichtigen Beispiele sind die Wirkung von LiE-Gruppen und Lie- Algebren. 
Beispiel 4.1.6 (Wirkung einer Gruppe G via Automorphismen) . 

Sei G nun eine LiE-Gruppe. Die Gruppe G wirkt via Automorphismen (p* : G°^{M) — )■ C°°(M) und 
g G G auf die Algebra (C°°(M) [[A]],*). Um dies in Termen einer Hope- Algebra zu formulieren, 
miissen wir zur Gruppenalgebra C(G) libergehen (siehe Beispiel [A. 2. 24p . Da (pg ein Diffeomorphis- 
mus von M ist, entspricht dies natiirlich genau der Definition eines invarianten Sternprodukts aus 
Definition SXH 

(/,*(a*6) = (</.*a)*(0*6) fiir a, 6 G C~(M) [[A]]. (4.1.6) 
Beispiel 4.1.7 (Wirkung einer Lie- Algebra g via Derivationen) . 

Analog zu Beispiel 14.1.61 kann man die LiE-Algebrawirkung : C°°{M) — )>C°°(M), die nicht 
notwendigerweise von einer Gruppe G kommen muB, mit ^ G g als HOPF-Algebrawirkung anse- 
hen. Die LiE-Algebra stellt dabei selbst noch keine HOPF-Algebra dar, allerdings deren universell 
Einhiillende U (g) fBeispiel IA.2.25p . Die Wirkung wird dann zu 

£^(a*6) = (£^a)*6 + a*(£^6) fur a, 6 G C7~(M) [[A]]. (4.1.7) 

Kommt die Lie- Algebra von einer LiE-Gruppe G, ist also g = TgG, so ist die Wirkung offensichtlich 
die infinitesimale Version der Gruppenwirkung. Ferner sieht man, daB die Definition 14. 1 . 51 im LiE- 
Algebrafall mit £^(-) = 0'"} der urspriinglichen in Definition 14.1.31 entspricht. sofern ein J 
existiert. 

Bei den Beispielen 14.1.61 und 14.1.71 sind die beiden Hope- Algebren jeweils kokommutativ. 
Lemma 4.1.8 (Triviale Wirkung einer Hope- Algebra). 

Gegeben sei eine PoiSSOt^ -Mannigfaltigkeit mit Sternprodukt (M, A,*) und eine beliebige YiOYY- Al- 
gebra H. Wirkt die YiOYF- Algebra iiber C trivial (nach Beispiel \A.2.30\) . so ist das Sternprodukt 
unter dieser Wirkung invariant. 

Beweis. Es gilt offensichtlich 

h>{f-kg) = e{h){f-kg) 

= e(/i(i)e(/i(2)))(/*5) 
= i£{hw)f)*{e{hf2))g) 

= (/i{l) I>/)*(^(2) ^fi-), 



so daB jede Hope- Algebra H durch die triviale Wirkung auf ein gegebenes Sternprodukt wirkt. □ 



4.1. Invariante und H -aquivariante Sternprodukte 
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Impulsabbildung und i?-aquivariante Sternprodukte 



Nun wollen wir Definition 14.1.31 auf den Fall der Wirkung einer HoPF-*-Algebra auf HERMiTEsche 
Sternprodukte erweiterrlfl. 

Sei nun A eine kommutative *-Algebra iiber dem Ring C (wir denken natiirlich insbesondere an 
A = C°°{M)) und A = {A[[X]],-k) sei eine HERMiTEsche Deformation von A. Sei weiter H eine 
HoPF-*-Algebra iiber dem Ring C. 

Wir wollen nun untersuchen wann wir eine innere Wirkung der HoPF-*-Algebra auf die deformierte 
Algebra A finden konnen. Das besondere Interesse an innere Wirkungen ist durch die Quantenme- 
chanik motiviert, wie das folgende Beispiel zeigt. 

Beispiele 4.1.9 (Innere Wirkungen einer LiE-Gruppe). 

Sei G eine LiE-Gruppe. Wir betrachten die HoPF-*-Algebra H = G[G] mit der iiblichen Koalge- 
brastruktur (vgl. IA.2.24p . Diese wirkt mittels innerer Automorphismen auf die *-Algebra 23 (ij) der 
beschrankten Operatoren auf einem HiLBERT-Raum 

U : €[G] 3g^Uge S(fi). 

Die innere Wirkung wird dann zu g> : 'B{S3) B A i-^ UgAUy^ G 'B(io) und (C[G], !B(io), t>) ist eine 
C [G]-Linksmodulalgebra. 

Bei der Formulierung wollen wir uns einer Impulsabbildung bedienen, wie wir sie bereits in Kapi- 
tel ?? eingefiihrt haben. Mit Hilfe der Impulsabbildung J : H ^A konnen wir eine innere *-Wirkung 
auf einer *-Algebra definieren. Diese ist, wie wir in Lemma ?? gezeigt haben, gegeben durch 

h> a := J(/i(i)) • a ■ J{S{h(2)))- 

Auf der undeformierten, kommutativen Algebra A ist diese Wirkung trivial, wie wir in Korol- 
lar ?? gezeigt haben. Genau dies wird uns bei der Formulierung einer inneren Wirkung auf der 
deformierten Algebra (yi[[A]],*) noch Probleme einbringen. 
Sei im weiteren 



J = J2^''Jn.H^{A[[X]U) 



(4.1.8) 



n=0 



eine Impulsabbildung. Nach Definition 14.1.31 handelt es sich bei dieser Definition um eine Quan- 
tenimpulsabbildung, jedoch ist diese Definition mit unserer Definition ?? konsistent, da es sich bei 
einer HERMiTEschen Deformation (yi[[A]],*) um eine *- Algebra handelt. Fiir die in der klassischen 
Mechanik gebrauchliche Impulsabbildung wollen wir auf [Abraham &: MarsdenII1985| | verweisen, 
fiir einen tieferen Einblick in die Quantenimpulsabbildungen im Sinne von Definiti on 14.1.31 auf die 
Arbeiten 



Xu 



1998 



BORDEMANN et al. 



200(j : 



Muller-Bahns &: NeumaierI|2004 |. 



Die Frage, die sich uns nun stellt, ist: Welche Hopf -Algebren konnen eine (nichttriviale) innere 
Wirkung fiir eine deformierte kommutative Algebra liefern? Das heifit, konnen wir fiir eine gege- 
bene HOPF-Algebra eine Impulsabbildung J : H ^ {A[[X]],-k) finden, so daB wir mit Hilfe dieser 



''im Fall von nicht-HERMlTEschen Sternprodukten kann auf die *-Struktur verzichten werden, da diese nicht 
essentiell fiir die Definition von ff-Aquivarianz ist. Desweiteren kann man in diesem Fall auch HOPF-Algebren ohne 
*-Struktur verwenden 
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eine innere Wirkung auf der deformierten Algebra bekommen? Wie bereits erwahnt wird uns die 
Kommutativitat der untersten Ordnung dabei Probleme bereiten. Die naive Idee, daB die Grup- 
penalgebra C[G] oder die universell Einhiillende einer Lie- Algebra U{q) eine Symmetrie eines 
Sternprodukts sein konnten, scheitert bereits im Ansatz, wie wir in den folgenden Gegenbeispielen 
zeigen. 

Beispiel 4.1.10 (Gegenbeispiel 1: Gruppenalgebra C[G][[A]]). 

Sei nun A eine kommutative Algebra und $ : G— t- Aut(yi). Da A kommutativ ist, ist Aut{A) = 
OutAut(yi). Desweiteren sei A = (^[[A]],*) ein Sternprodukt, und * : Aut(yi[[A]], eine 
deformierte Wirkung, so daB g i— t- X^nio -^""^g"^ ™it ^g*^ = ^g- Es ist nun einfach zu zeigen, 
dafi es kein Ug €z A. geben kann, so dafi sich die Wirkung mit $ als eine innere Wirkung der Form 
= Ad^,{Ug) schreibeu lassen kann. Da die unterste Ordnung der Algebra A kommutativ ist, muB 
= id sein. Da die Wirkung auf die undeformierte Algebra A ein beliebiger Automorphismus 
der Algebra ist, kann die Wirkung auf die deformierte Algebra kein innerer Automorphismus sein. 
Damit ist klar, daB die Hopf- Algebra H = G[G][[X]] keine innere (wohl jedoch eine auBere) Sym- 
metrie fiir ein Sternprodukt sein kann. 



Beispiel 4.1.11 (Gegenbeispiel 2: Universell einhiillende Algebra U (g) 
Analog zu Beispiel 14. 1 . 101 verlauft die Uberlegung im Fall einer formalen Potenzreihe der universell 
einhiillenden Algebra U{q) [[A]] einer Lie- Algebra g. Wieder sei A = (yi[[A]],*) ein Sternprodukt. 
Mit der iiblichen Koalgebrastruktur A(,^) = + und mit = — ^ ergibt sich fiir eine 

innere Wirkung 

JiCw) * Jiri) * ^(5(^(2))) = J(0 * J{r]) - J{r}) * J{0- 

Da die unterste Ordnung in der Algebra (yi[[A]],*) kommutativ ist, ist der gesamte Ausdruck von 
der Ordnung 0(A). Andererseits muB J ein *-Homomorphismus sein, so daB 

JiO^Jiv)-Jiv)*JiO = Ji[tv])- 

Dies fiihrt aber zu einem Widerspruch, denn J{[(,,i]]) ist im allgemeinen von der Ordnung 0(1). 
Somit kann auch die formale Potenzreihe einer universell einhiillenden Algebra It (g) [[A]] einer 
Lie- Algebra im allgemeinen keine Symmetrie eines Sternprodukts sein. 

Wir wollen nun eine HOPF-Algebra angeben, die ei ne Syrnmetrie eines Sternprodukts sein kann. 



Dazu betrachten wir die folgende Konstruktion nach IGutti 1983l |: 



Ux (0) := T'(g)[[A]]/(C ^ ^ _ ^ ^ ^ _ A[e, rj]) ■ (4.1.9) 

Dabei ist T'*(0)[[A]] die formale Potenzreihe der komplexifizierten Tensoralgebra einer Lie- Algebra 
g. Elemente in Ux (g) konnen wir aufgrund des Quotienten nicht explizit als formale Potenzrei- 
hen schreiben. Als Hope- Algebra interpretiert ist Ux (g) mit den gewohnlichen HOPF-Strukturen 



(ICa (g) , -,7/, A,e, 5,* ) ausgestattet. Von IGuttI |1983l ] wurde mit dem Satz von Poincare-Birk- 



HOFF-WiTT gezeigt, daB diese Algebra kanonisch isomorph zu (PoI*(0*)[[A]],*g) ist und wir bezeich- 
nen mit ★g das GuTT-Sternprodukt . Auf kanonische Weise wird Hq = (Por(g*)[[A]],*G, S* ) 

zu einer HoPF-*-Algebra mit A(^) = ^(8)1 + 10^, e(C) = und S{^) = 



4.2. Deformation von projektiven Moduln 
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Damit haben wir nun eine HoPF-*-Algebra gefunden, so dafi die Impulsabbildung 



(4.1.10) 



ein - im HoPF-*-Algebra Sinne - innerer *-Homomorphismus sein kann. Denn fiir ^,7] €z Pol*(0*) [[A]] 
gilt: 



^(^(1)) * Av) * ^(5(^(2))) = JiO * Jiv) - Jiv) * JiO 

Dies entspricht der Definition eines quantenaquivarianten Sternprodukts in Definition 14.1.31 



4.2 Deformation von projektiven Moduln 

In diesem Abschnitt wollen wir nur die wichtigsten Ergebnisse kurz aufgreifen und keine tiefgehen- 
den Beweise fiihren. Statt dessen verweisen wir an den betreffenden Stellen auf geeignete Artikel. 
Nun wollen wir im Rahmen von deformierten Algebren iiber starke MORITA-Aquivalenz, *-MORiTA- 
Aquivalenz und MORITA-Aquivalenz reden. Dies bedeutet, dafi wir nun HERMiTEsche, formal de- 
formierte *-Algebren nach Definition 13.4.11 betrachten. Im weiteren sei A = (■A[[A]],*) eine HERMi- 
TEsche, deformierte Algebra mit Einselement iiber einem Ring C = R(i), wobei R geordnet sei (wir 
denken insbesondere natiirlich an 1R[[A1] und C[[A1]). Die folgenden bek annten Ergebnisse findet 
man beispielsweise in 



BURSZTYN fc WALDMANN 



200C 



BURSZTYN 



20011 1 . 



Lemma 4.2.1 (Deformierter Projektor). 

Sei Mn{A) 3 Pq = Pq ein idempotentes Element, dann existiert ein idempotentes Mn{A) 3 P = 
Pq + 0(A). 1st desweiteren Pq = Pq = Pq ein Projektor, so kann man ein P G M„(yi) wahlen, das 
ebenso ein Projektor ist, d. h. es gilt P = P P = P* . 

Beweis. Der Beweis findet sich in Gerstenhaber fc SchackIIi990 : Fedoso 
kann man eine explizite Formel fiir einen deformierten Projektor angeben 
(6.1.4)] 



vlll99()ll 



Insbesondere 



Fedosov 



19961 . Eq. 



2 V 2; Vl + 4(Po*Po-Po) 



der genau die geforderten Eigenschaften hat. 



(4.2.1) 
□ 



Bemerkung 4.2.2 (Deformierter Projektor). 

Der Nenner in des deformierten Projektors P in Gleichung (|4.2.ip ist wohldefiniert. Die unterste 
Ordnung des Sternprodukts P^-k Pq — Pq ist offensichtlich von der Ordnung 0(A). Die *-Wurzel ist 
als eine formale TAYLOR-Reihe zu verstehen. 



Definition 4.2.3 (Stark voller Projektor [BURSZTYN fc WALDMANNlboOSl ]). 

Sei A eine * -Algebra. Man nennt einen Projektor Pq G Mn{A) stark voU, falls es ein invertierbares 
Element t e A gibt, so dafi tr(Po) = {tt*)~'^- 
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Lemma 4.2.4 ((Stark) voller deformierter Projektor). 

Sei A eine * -Algebra, und Pq € M„(yi) sei idempotent. Sei weiter P G M„(>1) eine Deformation 
von Pq, dann ist Pq genau dann voll, wenn P voll ist. 1st Pq eine Projektion, dann ist P genau 
dann stark voll, wenn Pq stark voll ist. 



Beweis. Siehe beispielsweise |BursztynI|2001| . Lemma 4.4, 4.5]. □ 



Lemma 4.2.5 (Deformation von PQMn{A)Po). 

Sei Pq ein idempotentes Elemente in Mn{A) und A G M„(yi)[[A]]. Die Ahhildung PQMn{A)PQ — )• 
Mn{A.) -k P, PqAPq ^ P -k [PqAPq) -k P ist ein Q[[X^-Isomorphismus und eine formale Deforma- 
tion von PQMn{A)PQ. Ist desweiteren Pq projektiv und A. eine Hermitesc/ic Deformation, dann 
induziert dies eine Hermitesc/ic Deformation von PQMn{A)PQ. 

y, Lemma 4.6, Corollary 4.7]. □ 



Beweis. Siehe 



BURSZTYN 



2001 



Wir wollen uns nun im weiteren der formalen Deformation von projektiven Moduln widmen. Diese 
werden bei der MORITA-Aquivalenz von deformierten Algebren eine wichtige Rolle spielen. 

Definition 4.2.6 (Deformation eines yi-Rechtsmoduls E-a)- 

Sei A eine assoziative Algebra und ein A-Rechtsmodul. Ferner sei A, = {A[[X]],-k) die formale 
Deformation der Algebra A nach Definition \3^4jJ\ Pine Deformation des ^l-Rechtsmoduls 8.ji ist 
gegeben durch 

oo 

j;A"/?„(x,a) G £^[[A]]. (4.2.2) 

n=0 

Dabei seien : £/i[[A]] x — )• £yi[[A]] C[[A]]-6i/meare Abbildungen, und RQ{x,a) = x ■ a ist die 
gewdhnliche Modulstruktur. Die Kompatibilitdtsbedingung fiir die deformierte Algebra-Rechtsmulti- 
plikation lautet 

{x • a) • a' = X • {a-ka'). (4.2.3) 

Wir bezeichnen den deformierten A-Rechtsmodul (kompatibel mit der deformierten Algebra A) mit 
£yi = (£^[[A]],.). 

Schreiben wir die Deformation der Algebra A als eine formale Potenzreihe (vgl. Gleichung (j3.4.ip ). 
so konnen wir auf dem Niveau der bilinearen Abbildungen Ri und Cj die Kompatibilitatsbedingung 
aus Gleichung (14.2.30 in jeder A-Ordnung n als 

n 

[Rn{Rn-i{x,a),a') - Rn{x,Cn-i{a,a'))\ =0 (4.2.4) 

1=0 

schreiben. Analog zu Definition 13.4.31 fiihren wir die Aquivalenz zweier deformierter Moduln ein. 
Definition 4.2.7 (Aquivalenz zweier deformierter Moduln). 

Zwei A-Rechtsmoduln (£yi)i = (£yi[[A]], 'i) und (£71)2 = (£yi[['^]]) ^2) nennt man genau dann 
aquivalent, falls es C-lineare Abbildungen : gibt, so dafi 

00 

T = id + J^A%: (£yi)i^(£^)2 (4.2.5) 



r=l 



ein A.-Modulisomorphismus ist. 



4.2. Deformation von projektiven Moduln 
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Analog zu den >l-Rechtmoduln lassen sich natiirlich audi !B-Linksmoduln 38 = defi- 
nieren. 

Proposition 4.2.8 (Endlich erzeugte und projektive Deformation). 

SeiA eine Algebra mit Einselement iiber dem Ring C, und A, = (yi[[A]],*) sei eine Deformation von 
A. Sei nun £.ji ein endlich erzeugter, projektiver A-Rechtsmodul, dann existiert ein deformierter 
8.JI A-Rechtsmodul, der endlich erzeugt und projektiv iiber A ist. Diese Deformation ist bis auf 
Aquivalenz eindeutig. 



Beweis. Siehe |BursztynII2001| . Proposition 4.10]. □ 



Proposition 4.2.9 (Ringtheoretische MORITA- Aquivalenz). 

Sei Pq £ ^In{-^) voll idempotent, dann existiert eine Bijektion $ : Def{A) — )• Def(!B) mit S = 
PoM„(yi)Po. Dies bedeutet, dafi die formalen Deformationen im ringtheoretischen Sinne MORITA- 
aquivalent sind. 



Beweis. Ein ausfiihrlicher Beweis findet sich in 



BURSZTYN 



2001 



Proposition 4.11]. □ 



Im weiteren wollen wir nun innere Produktmoduln deformieren, so dafi wir die Struktur des 71- 
wertigen inneren Produktes von (E-a, (t)^) den deformierten Modul retten. Damit werden wir 
in der Lage sein, den Begriff der *-MORiTA-Aquivalenz und der starken MORITA-Aquivalenz auf 
deformierte Algebren zu iibertragen. Sei im weiteren nun A eine *-Algebra und (£yi, (•, sei ein 
iiber A endlich erzeugter projektiver innerer Produktmodul. 

Definition 4.2.10 (Tl-wertiges inneres Produkt auf 8-a)- 

Sei A = (yi[[A]],*) eine Hermitesc/ic Deformation und Eji = (£yi[[A]],») eine zugehdrige Defor- 
mation von £yi. Man nennt Eji = {Eji[[X\],»,{-,-}j^) eine HERMiTEsche Deformation des inneren 
Produktmoduls (£71, (•, •)y^), falls sesquilineare Abbildungen (t)(„)^ : £yi x ^a^A existieren, so 
dafi 

00 

(^•).A = E^"^'•W' (4-2-6) 

n=0 

ein vollstandig positiv definites A-wertiges inneres Produkt auf £.a[[^]] ist. 
Definition 4.2.11 (Aquivalenz zweier deformierter innerer Produktmoduln). 

Man nennt zwei HERMlTEsc/ie Deformation (£yi[[A]], •,(•, •))_^) und {&a[[M]:*' A'^'}a) inneren 
Produktmoduls {£.a,{-,-)a) Equivalent, falls es einen A-Modulisomorphismus nach Definition \4.2. 7 
der Form T : (£7i[[A]], •) — )• (£yi[[A]], •') gibt, so dafi 

(r(x),r(y)));=(x,y))^, fiiralle x,y e ^a- (4.2.7) 

Proposition 4.2.12. 

Sei A eine * -Algebra mit Einselement und A eine Hermitesc/ic Deformation von A. Desweiteren 
sei Pq G Mn{A) eine Projektion. Es existiert nun fur den A-Rechtsmodul E^a = PqA"^ , mit dem 
kanonischen inneren Produkt 

n 

y)A = ^ ^iVh fur x,y £ PqA"^, 

i=l 
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eine (bis auf Aquivalenz eindeutige) Hermitesc/ic Deformation von £.ji beziiglich der deformierten 
Algebra A.. 

Beweis. Wir wollen uns auf den ersten Teil der Behauptung konzentrieren, da man hier die we- 
sentliche Konstruktion erkennen kann. Den zweiten Teil findet man detailliert in 



BURSZTYN 



2001 



Proposition 4.13]. Aus Pq erhalt man einen deformierten Projektor P G Af„(yi), und P^AJ^ wird zu 
einen >l-Rechtsmodul, so daB wir eine Deformation £_/i = (£yi[[A]], •) gefunden haben. Desweiteren 
ist (•, )a = -)a + Yln=i -^"(^ \n),A Deformation von (•, •)^, so daiB £yi = (P * X^, •,(•, •))^) 
eine HERMiTEsche Deformation von (£yi, (•, wird. □ 

Komplett analog zur MORITA-Theorie, die wir in den vorherigen Kapitel behandelt haben, konnen 
wir MORITA- Aquivalenz von deformierten Algebren formulieren, und damit zum PiCARD-Gruppoid 
gelangen. 

Definition 4.2.13 (Deformierter Bimodul b£^). 

Seien A. = (yi[[A]],*) und B = (^[[A]],*') zwei deformierte Algebren nach Definition \3.4-l[ Ein 
deformierter Bimodul ■b^-a = (sSyill-^]]) •) ist ein "B-Linksmodul und ein A-Rechtsmodul, so dafi 
die "B -Linksmodulstruktur analog zu Gleichung eine formale Potenzreihe der Form 

oo 

b»' X = ^X"'R'r,{b,x), xG'bE-a, beT, (4.2.8) 

n=0 

ist. Die Modulbedingungen schreiben sich dann als 
i.) {bi^' b')»' x = b»' [U •' x), 
a.) [b •' x) • a = b •' {x • a), 

Hi.) {x • a) • a' = X • [a-k a') 
fiir alle x G ■b£.a[[>^]], a,a' G A[[X]] und b,b' G S[[A]]. 

Bemerkung 4.2.14. 

Wir bezeichnen die Deformation s£yi eines (23,yi)-Bimoduls ■b£-a beziiglich der beiden deformierten 
Algebren A = (^[[A]],*) und S = (S[[A]],*') als ((B[[A]], (^[W], *))-Bimodul bzw. kurz als 
(★', *)-Bimodul. 

Lemma 4.2.15 (Isomorphe Bimoduldeformationen). 

Zwei {-k' ,-k)- Bimoduldeformationen des Bimoduls •sS.j^ sind genau dann isomorph, wenn es einen 
Bimodulisomorphismus T = id + X^^;^ A"T„ :b £^ — )• ■b^-'a gibt, so dafi 

b • X = T^^{b T{x)) und x • a = T~^{T{x) • a). 

Damit wirkt T auf den {-k' ,-k) -Bimoduldeformationen durch (B£y^[[A]], •', •) i— )• (sSyili'^]]; •)■ 

Nach diesen Definitionen ist klar, was es auf dem deformierten Niveau bedeutet, dafi zwei Algebren 
MoRlTA-aquivalent sind. Die Definition ist komplett analog zu der in Kapitel 11.21 
Seien im weiteren A = (■A[[A]],*) und "B = (^[[A]],*') MORiTA-aquivalent. 

Proposition 4.2.16 ( [BuRSZTYN WaldmannII2004| . Prop. 3.7]). 

Jeder Bimodul b^a £ Pic(®,-^) ist isomorph zu einer ,-k)-Bimoduldeformation eines Elements 
sSyi G Pic(S,yi), und 

cU : P\ci'B,A) B [bEa] ^ h^A] G Pic(S,yi) (4.2.9) 



4.3. Die PiCARD-Gruppe von Sternprodukten 
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ist eine wohldefinierte Abbildung. 



KoroUar 4.2.17 ( (Bursztyn fc WaldmannI 12004 Lem. 3.8]). 

Die klassische Limes- Abbildung 



cU : P'\c{A) P\c{A) 



(4.2.10) 



ist ein Gruppenhomomorphismus. 



Bursztyn 



200l|). 



Proposition 4.2.18 (MORITA-Aquivalenz von deformierten Algebren, 
Die deformierten *-AlgebrenA = (C°°(M) [[A]], *) und A' = (C°°(M) [[A]], V) sind genau dann 
stark MORiTA-dquivalent wenn sie auch im ringtheoretischen Sinne M.ORIT A- dquivalent sind. Dies 
bedeutet weiter, dafi der Gruppoidmorphismus 

P\c'^'{A,A')^ P\c{A,A') 



injektiv ist. 



4.3 Die PiCARD-Gruppe von Sternprodukten 

Wir wollen uns nun auf Sternprodukte auf symplektischen Mannigfaltigkeiten einschrankeijll. Sei 
dazu (M, w) eine symplektische Mannigfaltigkeit und A = {C°°{M) [[A]],*) eine Deformation der 
kommutativen Algebra A = C°°{M). Es ist klar, dafi die MORITA-Aquivalenzbimoduln Schnitte in 
einem (komplexen) Geradenbiindel L M iiber der Mannigfaltigkeit sind; 



Wie bereits in Kapitel [331 beschrieben un d beispielsweise in den Arbeiten Bertelson et a/.lll997l : 



Deligne 



I995I : INest fc TsYGANlll995bl | gezeigt, existiert eine Bijektion 



c:Def(M,u;)^lM+HL(M)[[A]], 

was im Sternproduktfall der charakteristischen Klasse c(*) (vgl. Gleichung (I3.5.4P ) entspricht. 
Proposition 4.3.1 (MORITA-Aquivalenz von Sternprodukten). 

Zwei Sternprodukte (C°^(M) [[A]], ★) und (C°°(M) [[A]], V) sind genau dann Morita- dquivalent, 
wenn es ein komplexes Geradenbiindel L M und ^ G Sympl(M, w) gibt, so dafi 

,/;*c(V) = c(*) + 27rici(L), (4.3.1) 

wobei ci(L) G Hj^^iM, C) das Bild von e : B.'^{M, %) 'Hjj^iM, C) der ersten CHERN-Klasse von L 
ist. Dies ist dquivalent dazu, dafi fiir die Wirkung ^> : SPic(C~(M)) x Def(C°°(M)) Def(C°°(M)) 
einen Symplektomorphismus T von C°°{M) gibt, so dafi [T*(*)] und im gleichen ^-Orbit liegen. 

Satz 4.3.2 (Kern von cU im symplektischen Fall). 

Sei {M,uj,-k) eine symplektische Mannigfaltigkeit mit Sternprodukt, dann ist der Kern der klassi- 
schen Limes- Abbildung 

cU : Pic((C7-(M) [[A]],*)) ^ Pic((C7-(M) , •)) 
"'in Bursztyn fc Waldmann 2004| wircTauch der PoiSSON-Fall behandelt. 
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Kapitel 4. H-Aquivarianz und MORITA-Aquivaienz deformierter Algebren 



gegeben durch 



Die Abbildung cl* ist ein GruppenmorphismuJ^ und genau dann injektiv, wenn H^(M, C) = 0. 
Beweis. Der Beweis findet sich in 



BURSZTYN WALDMANNll2004i |. □ 



Wie wir bereits in Beispiel ?? gesehen haben, ist die PiCARD-Gruppe der glatten Funktionen auf 
einer Mannigfaltigkeit gegeben durch 

Pic((7°°(M)) = Diff(M) K Pic(M) 

Wir definieren die folgende Abbildung 

ci; = pr o cU : P\c{A) SPic(yi), 

dabei ist pr : Pic(yi) — )• SPic(yi) die natiirliche Projektion der PiCARD-Gruppe auf die statische 
PiCARD-Gruppe, die uns den „interessanten" Teil der PiCARD-Gruppe liefert. Desweiteren definie- 
ren wir folgende Untermenge der Symplektomorphismen von M. Sei £ G H'^(M, Z). 

Pg = {T G Sympl(M)|e(^) = r*[a;o] - [coq] und T*[u}n] = K] fiir n > 0}. (4.3.3) 

Lemma 4.3.3. 

Sei {M,uj,-k) eine symplektische Mannigfaltigkeit mit Sternprodukt mit c{-k) = ■^[^] + ^'^=Q^^[^n\, 
dann gilt 

im(d:) ={l G H2(M, Z)|3r G P,]. (4.3.4) 
Satz 4.3.4 (Bild von cl* iui symplektischen Fall). 

Sei {M,uj,-k) eine symplektische Mannigfaltigkeit mit Sternprodukt. Das Bild der klassischen Limes- 
Abbildung cl* in Pic(C°°(M)) = Diff (M) k Pic(M) ist gegeben durch 

im(cU) = {(T, e) G Diff(M) x P\c{M)\T G Pi und £ G im(cl^)}. (4.3.5) 



Konkretere Ausfiihrungen sowie einige Beispiele findet man in [Bursztyn &: WaldmannI|2004| . 
Chapter 7]. 



^Im PoissON-Fall ist diese Aussage im allgemeinen falsch! 



Ausblick 



Wir wollen noch einen kurzen Blick iiber den Tellerrand wagen und uns interessanten zukiinftigen 
Projekte zuwenden. Es liegt nahe sich, aufbauend auf dieser Arbeit, den i?-aquivarianten Fall 
deformierter Algebren anzusehen. Dabei fallen mehrere interessante Aufgaben an, die wir nun kurz 
umreiBen wollen, und deren Losung wir gerne dem interessierten Leser iiberlassen. 

i.) Besonders interessant ware es den Kern und das Bild der klassischen Limes- Abbildung 

cU :P\cf{'B,A)^ P\cf{^,A) 



zu verstehen. Wie von lBuRSZTYN fc WaldmannI [20o4 | gezeigt wurde (vgl. Kapitel lO]) . ist 
der gewohnliche Fall eines Sternproduktes auf einer Mannigfaltigkeit, d. h. ohne die Wirkung 
durch eine HOPF- Algebra, schon schwierig zu behandeln. Im allgemeinen wird es daher nicht 
einfach sein ein nichttriviales Ergebnis zu erlangen. 
ii.) Aufbauend auf den Ergebnissen aus Kapitel ?? liegt es nahe den Morphismus 



Pid 



str 



Pic 



str 



fiir einige konkrete Beispiele zu betrachten, und so die abstrakten Ergebnisse dieser Arbeit 
mit Leben zu fiillen. Wir denken hier insbesondere an die Deformationsquantisierung, so dafi 
der Morphismus 



PiC((C~(M) [[A]],*))^ Pie^^((C°°(M) [[A]],*)) 

fiir ein konkretes H von besonderem Interesse ware. Wie wir in Kapitel ?? auch gezeigt haben 
ware dafiir das Verstehen der G ruppe U(-ff, (C°°(M) [[A]],*)) vonnoten. Das „einfache" Bei- 
spiel ?? von IWaldmannI [2005al | zeigt aber, daB auch dies ein eher kompliziertes Unterfangen 
ist. 

in.) Ein deutlich einfacheres und ebenso interessantes Beispiel ware die Gruppe \J{C{G),A) zu 
verstehen, im speziellen fiir A = C°°(M). Das Problem hierbei besteht darin die auftretende 
Gruppenkohomologie zu verstehen. 
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Anhang A 

Algebraische Grundlagen 



A.l Geordnete Ringe und formale Potenzreihen 
A. 1.1 Ringe und geordnete Ringe 



Fiir einen tieferen Einblick in die hier behandelten Themen verweisen wir auf die Biicher ROWEN 



1991 



Lang 



19971 ] und [JacobsonIIi985 | 



Definition A. 1.1 (Gruppe, Untergruppe). 

Eine Gruppe {G, •) ist eine nichtleere Menge G mit der Verkniipfung ■, so dafi fiir alle Elemente 
g,gi,g2,g3 £ G die folgenden Bedingungen gelten. 

i.) Die Verkniipfung ist assoziativ, d. h. es gilt gi ■ {g2 ■ gs) = {gi ■ 52) • 93- 
a.) Es existiert ein Einselement e & G, so dafi g ■ e = e ■ g = g ist. 

Hi.) Zu jedem Element g ^ G existiert ein Element g~^ G G, so dafi g~^ '9 = 9' 9~^ = e ist. 
Desweiteren bezeichnet man eine Gruppe als kommutativ, wenn die Verkniipfung kommutativ ist. 
Eine Untergruppe H von G ist eine Menge H (1 G, so dafi fiir alle /ii, /12 ^ H gilt hi ■ K^^ ^ H . 

Definition A. 1.2 (Ring). 

Ein Ring (R, •, +) ist eine nichtleere Menge R mit zwei Verkniipfung en • : R x R— R, der Multipli- 
kation und + : R x R — )• R, der Addition, so dafi die folgenden Eigenschaften erfiillt sind: 

i. ) (R, +) ist eine kommutative Gruppe, und das neutrale Element bezeichnet man mit G R. 

ii. ) (R, •) ist assoziativ und besitzt ein Einselement 1r G R. 

Hi.) Fiir alle r,s,tGR gelten die Distributivgesetze (r + s)-t = r-t + s-t und t-{r + s) = t-r + t- s. 
Definition A. 1.3 (Modul, Untermodul). 

Ein R-Rechtsmodul (oder RechtsmodulJ (Mr,+,-) fiir den Ring R ist eine nichtleere Menge Mr 
mit den folgenden Eigenschaften fiir alle m,n € Mr und r, s G R; 

i. ) (Mr,+) ist eine ABELsche Gruppe. 

ii. ) Die Verkniipfung en des Moduls ■ : Mr x R— t-Mr und (Mr,+) sind mit den Ringstrukturen 

vertrdglich 

{m ■ r) ■ s = m ■ (r ■ s), m-{r + s) = m- r + m- s und {m + n) ■ r = m.r + n ■ r. 

Ein Untermodul ist ein Modul 3sfR C Mr fiir den ^STr • R C JsTr und JnTr + ^STr C ^sTr gilt. 
Analog definiert man einen R-Linksmodul. 
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Definition A. 1.4 (Ideal eines Rings). 

Sei (R, +, •) ein Ring. Wir bezeichnen 1^ als Linksideal, falls 

i. ) erne Untergruppe von (R, +) ist, 

ii. ) X • r £ fiir alle a; S 1^ und alle r £ R ist. 
Analog ist \jt als Rechtsideal definiert, falls 

i. ) eine Untergruppe von (R, +) ist, 

ii. ) r • X G Ijj filr alle x S 1^ und alle r G R ist. 

Ein Ideal I des Rings R ist sowohl Rechts- als auch Linksideal. Ferner bezeichnet man ein Ideal als 
echt, falls I C R. Die trivialen Ideale sind der Ring R selbst und das Nullideal 0. 

Lemma A. 1.5 (Ideale des Rings R). 

Jeder Ring R ist ein Modul iiber sich selbst. Die Ideale des Rings R sind genau die Untermoduln 
des Rings R als Modul. 

Definition A. 1.6 (Eigenschaften von Ringen). 

Sei (R, •, +) ein Ring. Man nennt den Ring R 

i. ) kommutativ oder AbelscIi, falls die Verkniipfung ■ kommutativ ist. 

ii. ) einfach, falls er nur triviale Ideale hat. 

Hi.) (links-, rechts-) primitiv, falls es einen treuen irreduziblen R- (links-, rechts-) Modul gibt. 

iv.) NoETHERsch, wenn der Ring R als R-Modul Noethersc/i ist. Ein R-Modul ist Noethersc/z, 
wenn jeder Untermodul endlich erzeugt ist. Aquivalent dazu sind die aufsteigend Kettenbedin- 
gung, d. h. es existiert ein N £¥\, so dafi jede aufsteigende Kette von Untermoduln stationdr 
wird 

C ^2 C C . . . C = Xat+i = . . . , 

und die Maximalbedingung fiir Untermoduln, d. h. jede nichtleere Menge von R- Untermoduln 
von M hat ein maximales Element beziiglich der Inklusion. 
V.) ARTiNsch, wenn der Ring R als R-Modul Artinsc/i ist, d. h. man nennt einen Modul M 
Artinsc/i, wenn jede absteigende Folge von Untermoduln stationdr wird: es existiert ein N £ 
N, so dafi 

Ml D M2 5 M3 D . . . D Mn = Mtv+i = . . . . 

Dies bezeichnet man als absteigende Kettenbedingung. Aquivalent ist die Minimalbedingung 
fiir Untermoduln, dafi jede nichtleere Menge von R-Untermoduln von M ein minimales Ele- 
ment beziiglich der Inklusion hat. 
vi.) halbeinfach, falls der Ring R als (R-Modul betrachtet) eine Summe von einfachen R-Unter- 
moduln ist. 



Definition A. 1.7 (JACOBSON-Radikal, |JacobsonII1989| |). 



Das J ACOBSOJ<s- Radikal eines Rings ist die Schnittmenge aller Kerne der irreduziblen Darstellungen 
des Rings. Wir Bezeichnen das J ACOBSO^s- Radikal eines Rings R mit J(R). 

Definition A. 1.8 (Geordneter Ring). 

Sei R ein kommutativer Ring mit 1r 7^ und sei P C R. Man nennt (R, P) einen geordneten Ring, 
falls fiir alle r £ R entweder r £ P oder r £ —P oder r = 0, und fiir alle r,s £ P auch rs £ P und 
r + s £ P liegt. R ist somit die disjunkte Vereinigung R = {— P}U{0}LJ{P} 



A.l. Geordnete Ringe und formale Potenzreihen 
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Definition A. 1.9 (Relationen und Betrag auf einem geordneten Ring). 
Sei (R, P) ein geordneter Ring nach Definition \A.l.^ 

i. ) Wir nennen die Elemente r G P positive Elemente und Elemente r € — P negative Elemente. 

ii. ) Wir bezeichnen r > s (r grofier s), falls r — s £ P, und demnach r < s (r kleiner s), falls 

r — s £ —P. Sei r — s = so ist r = s (r gleich s). 
Hi.) Den Betrag |r| definieren wir als \r\ = r falls r G P und \r\ = —r falls r G —P. 

Korollar A. 1.10 (Eigenschaften eines geordneten Rings R). 
Sei (R, P) ein geordneter Ring nach Definition \A. 1.8i 

i.) Es gilt r'^ = rr > oder = 4^ r = insbesondere ist —1 < < 1. 

ii.) 1 + • • • + 1 = nl > 0, was insbesondere heifit, dafi der Ring (R, P) die Charakteristik hat 
und damit Z C R ist. 

Hi.) Ein geordneter Ring ist immer nullteilerfrei, d. h. aus rs = folgt immer r = oder s = 0. 
Definition A. 1.11 (Arcliimedische Ordnung). 

Man nennt einen geordneten Ring (R, P) archimedisch geordnet, falls fur alle Elemente r, s G P ein 
n S N existiert, so dafi r < us. 

Bemerkungen A. 1.12. 

i. ) Die komplexe Erweiterung C = R(i) eines geordneten Rings R ist die Menge C = R x R 

mit i = (0, 1) und der komponentenweise Addition, sowie der Multiplikation mit i^ = —1. Die 
Elemente z = (n, u ) € C sclireiben wir als z = u+'w und bezeichnen u als den Realteil und v als 
den Imagindrteil von z. Die komplexe Konjugation bezeichnen wir mit z = u+iv ^'z = u — iv. 
Offensichtlich gilt R 9 > fiir z ^ Q und zz = fiir z = 0. 

ii. ) Aufgrund der Nullteilerfreiheit konnen wir bei einem Ring immer zu seinem Quotientenkorper 

R von R iibergehen. Dabei ist R die Aquivalenzklasse formaler Briiche ^ mit a,b € R und 
6 7^ 0, so daB f — y falls es c,c' £ R gibt mit ca = c'a' und cb = c'b'. Mittels der gewohnlichen 
Addition und Multiplikation fiir Briiche wird R zu einem geordneten Korper. Die Inklusion 
R ^ R geht via a i— )• j und ist ordnungserhaltend. 

Beispiele A. 1.13 (Beispiele fiir (geordnete) Ringe). 

i. ) Die ganzen Zahlen Z bilden einen geordneten und sogar archimedischen Ring. Er zeichnet 

sich dadurch aus, dafi er der kleinste geordnete Ring und Teilmenge jedes geordneten Rings 
Z C R ist. 

ii. ) Die rationalen Zahlen Q und die reellen Zahlen R bilden geordnete und archimedische Ringe. 

Q und R sind zudem sogar Korper. Offensichtlich ist der Quotientenk5rper von Z der Korper 
der rationalen Zahlen Q. 
Hi.) Sei R ein beliebiger Ring, so sind die n x n-Matrizen Mn{R) iiber diesem Ring R wieder ein 
Ring. Fiir n > 2 ist M„(R) nicht geordnet, selbst wenn R geordnet (und archimedisch) ist. 

A. 1.2 Formale Potenzreihen 



Der richtige Rahmen, um iiber formale Potenzreihen nachzude nken, ist ein Mod ul M iiber einem 
geordneten Ring R . Wir werden uns bei der Darstellung an JacobsonI Il989l . Seite 422f] und 
WaldmannII1999| . Seite 139f] orientieren. 
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Definition A. 1.14 (Formale Potenzreihen) . 

Sei M ein Modul uber einem geordneten Ring R, dann definieren wir den Modul M[[A]] der formalen 
Potenzreihen als kartesisches Produkt 



oo 

M[[X]] := X^Mj mit = M. (A.1.1) 

Elemente in M[[A]] sind dann Folgen m = (mo, w-i, m2, • • • ), die wir symbolisch in der folgenden 
Form 

oo 

m = ^^A-'mj, mit nij £ M, (A. 1.2) 

j=0 

schreiben werden, dabei bezeichnen wir A als den formalen Parameter der formalen Reihe. 

Bemerkungen A. 1.15 (Formale Potenzreihen). 

i. ) Formale Reihen sind ein rein algebraisches Konzept, d. h. wir machen uns bei der Notation 

()A.1.2|) keinerlei Gedanken iiber Konvergenz im herkommlichen Sinn^. 

ii. ) Das Objekt M[[A]] ist offensichtlich wieder ein Modul iiber dem Ring R, wobei die Modul- 

struktur die Multiplikation mit Elementen aus R sowie die gliedweise Addition ist. 

Sei A eine Algebra, so kann man analog yi[[A]], eine formale Potenzreihe in A mit Werten in A, 
definieren, wobei die R-Algebrastruktur durcli 



ab := A" ajbn-j (A.1.3) 

n=0 j=0 

gegeben ist. Die Multiplikation ist R-bilinear und ^[[A]] ist genau dann kommutativ oder assoziativ, 
wenn die Algebra A kommutativ oder assoziativ ist. Ist Iji G A das Einselement, so ist Iji := 
(1^,0,0, ••• ) B A[[X]] das Einselement von A[[X]]. 

Definition A. 1.16 (R[[A]]-lineare Abbildungen) . 

Seien M[[A]] wnd !}Sf[[A]] zwei R-Moduln. Wir definieren eine R[[X\]-lineare Abbildung 



</. = 5^AVfc:M[[A]]^?^[[A]], 

fc=0 

wobei : M— >-!N R-lineare Abbildungen sind, iiber 

oo n 

</.(m) = J^A"^(/.fc(m„_fe), filr m G M[[A]]. (A.1.4) 

n=0 fc=0 

Lemma A. 1.17. 

Seien M[[A]] und 3sf[[A]] zwei R-Moduln. Zu jeder R[[X\]-linearen Abbildung (f) : M[[A]] — ;> ?sf[[A]] gibt 
es eindeutig bestimmte R-lineare Abbildungen (pQ, (pi, . . . : M — >• !N, so dafi es ein (p = J2n ^"'4>n nach 
Definition \A.1.16\ gibt. Es gilt also 



HomR(M,?^)[[A]] ^ HomR„,]](M[[A]],?^[[A]]). 



(A.1.5) 



^Ist man, wie bei manchen Sternprodukten, in einem k onve rRenten R ahmcn, so iibernimmt h die Stelle von A. 
Vergleiche hierzu beispielsweise Agarwal fc Wolf 1970al . 0, Q; Ibeiser i2005i : iBeiser et al. 2005 1 . 
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Die Ordnung o ist eine Struktur mit der formale Potenzreihen auf nattirliche Weise ausgestattet 
sind. Mit ihrer Hilfe werden wir eine Ultrametrik d auf dem Raum der formalen Potenzreihen 
definieren. 

Definiton und Lemma A. 1.1 8 (Ordnung auf M[[A]]). 

Sei M[[A]] 3 m = Y1^=q ^""'^n eme formale Potenzreihe . Wir definieren die Ordnung o durch 
o : M[[A]]^NU{+oo} 

k falls TTiQ, mi, • • • mfc_i = und nik 0, (A. 1.6) 

+00 falls m = 0. 



o{m) 



Sie hat die folgenden Eigenschaften 
i.) o{m + n) > min(o(m), o(n)), 
ii.) o{m) = o{—m). 

Definition A. 1.19 (A-adische Bewertung auf M[[A]] und Ultrametrik d^^). 
Gegeben M[[A]]. Wir definieren die A-adische Bewertung ip : M[[A]] — t- Q durch 

V?(m) = 2-°("^), (A.1.7) 

wobei wir festlegen, dafi 2^°° = ist. Durch die X-adische Bewertung ip wird eine Ultrametrik 

d^ : M[[A]] X M[[A]] ^ Q (A.1.8) 

ait/ M[[A]] definiert mittels 

d^im,n) :=v7(m-n) = 2-°('"~"). (A.1.9) 
Lemma A. 1.20 (Eigenschaften der Ultrametrik d^). 

Die Ultrametrik d^ nach Definition \A.1.19\ hat fiir alle Elemente m,n,i E M[[A]] die folgenden 
Eigenschaften: 

i.) d^{m, n) = d^{n, m) > 0, 
ii.) d^{m,n) = <;=^ m = n, 
Hi. 



11. J a^y'in,iL) = u in = n, 

ii.) d^{m,n) <mm{d^{m,£),d^{n,£)). 



Lemma A. 1.21 (A-adische Topologie). 

Sei M ein R-Modul, A eine R- Algebra und yt£ ein A-Linksmodul. Es gilt 

i. ) Die Abbildung d^ nach Definition \A.1.1^ definiert eine Ultrametrik fiir M[[A]], so dafi der 

Modul mit der Metrik (M[[A]],d^) ein vollstandiger metrischer Raum wird. Man nennt die 
durch d^ induzierte Topologie die X-adische Topologie. 

ii. ) Mittels der X-adischen Topologie wird R[[X]] zu einem topologischen Ring, M[[A]] zu einem to- 

pologischen R[[X]]-Modul, ^[[A]] eine topologische R[[X]]- Algebra und jiE,[[X]] ein topologischer 
A[[X]]-Linksmodul. Die aufM C M[[A]] induzierte Topologie ist die diskrete. 
Hi.) Seien mo, mi, ■ ■ ■ £ M, so gilt im Rahmen der X-adischen Topologie 

N oo 

lim y A"m„ = y A"m„. (A.l. 10) 

n=0 n=0 
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iv.) Der R-Modul M[A] der Polynome in A mit Koeffizienten in M liegt dicht in M[[A]] heziiglich 
der X-adischen Topologie. 



Beweis. Der Beweis wird in 



Kassel 



19951 . Kapitel XVI.1-4] gefiihrt. 



□ 



A. 2 HoPF-*-Algebren 

Zuerst wollen wir uns mit Algebren und Koalgebren auseinandersetzen, und den gangigen For- 
malismus einfiihren. Eine HOPF-Algebra wird dann beide Strukturen haben, sowie eine weite- 
re, die der Antipode. In einem weiteren Schritt werden wir iiber HoPF-*-Algebren sprechen, die 
zusatzlich zu der HOPF-Struktur auch die einer *-Algebra besitzen, also mit einem antilinearen 
Antiautomorphismus ausgestattet sind, der mit alien HOPF-Algebrastrukturen auf eine natiirli- 
che Weise yertra glich s ein wird. Die N otationen in diesem Kapitel orientiert sic h im wesentlichen 
an 



Majid 



199511 un d 



Chari fc Pressley 



Kassel 



1994 



Jansen fc Waldmann 



199511. Ferner legen wir dem geneigten Leser 



KLIMYK SCHMUDGEN 



19971 : 



SWEEDLER 



EtINGOF fc SCHIFFMANN 



196S 



19981 1 ■ sowie 



2006l | nail. In diesem Kapitel sei C = R(i), wobei R ein geordneter Ring 



sei, und es gelte i 



;2 



-1. 



A. 2.1 Algebren, Koalgebren und Bialgebren 
Algebra 

Definition A. 2.1 (Algebra). 

Eine assoziative Algebra (^1, fj,, rj) iiber einem kommutativen Ring C ist ein C-Modul A mit zwei 
Q-Modul Abbildungen: 

i.) ^ : A ® A^ A, der Multiplikation, 
a.) rj : C^A, der Einsabbildung, 
mit den Eigenschaften 



fi o (id 0fj,) = /X o (^ (g) id) und /i o (r/ (g) id) = ;U o (id ^rj) = id, 
was der Kommutativitdt der folgenden Diagramme entspricht: 



(A.2.1) 



A(^A®A 

id (^fi 

A^A — 



-^A^A 



^A ^A(SiA'^ 



A 




A^C 



(A.2.2) 



Die erste Eigenschaft ist die Assoziativitdt. 
Bemerkung A.2.2 (Einsabbildung). 

Die Einsabbildung ist so zu verstehen, daB jedem Element aus C ein vielfaches des Einselements in 
der Algebra zugeordnet wird: 



C 3 z I-?- rj{z) = z ■ e A. 
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Definition A. 2. 3 ( Algebramorphismus) . 

i?m Algebramorphismus / : (yij, /Ui, — )• (yij, /Uj, 772) ist eine lineare Abbildung, so dafi 

^2 o (/(»/) = / o /ii und /or/i=ry2, (A.2.3) 
was aquivalent zu der Kommutativitat der folgenden Diagramme ist: 




(A.2.4) 



Definition A.2.4 (Kommutativitat einer Algebra A). 

Eine Algebra heifit kommutativ oder AbelscH wenn das folgende Diagramm kommutiert: 

A(giA ^A(g)A 




(A.2.5) 



A 



wobeir : A(SiA^ A0A, c/er Vertauschmigsoperator oder Flip, zwei Argumente vertauscht T{a®b) = 
b® a. Die Kommutativitat von A bedeutet also fio t = fi fiir alle Elemente der Algebra. 

Wir fiihren daher hier eine neue Multiplikation ein, die sich im Hinblick auf Koalgebren und HOPF- 
Algebren als niitzlich erweisen wird := fio t. 

Definition A.2.5 (Zentrum 3(-A) einer Algebra 71). 

Die Elemente z £ A fiir die fi{a Cg) z) = /i°p(a z) fiir alle a £ A ist, bezeichnen wir als Zentrum 
3(A) der Algebra A. 

Bemerkung A. 2. 6. 

Offensichtlich ist eine Algebra A genau dann kommutativ, falls 3 (-A) = A. 
Koalgebra 

Unter einer Koalgebra versteht man nun das Duale einer Algebra. Salopp gesprochen bedeutet 
dies, dafi man alle Pfeile in den Diagrammen ()A.2.2p umdreht. Im folgenden werden wir eine 
mathematische Definition angeben. 

Definition A. 2. 7 (Koalgebra). 

Eine koassoziative Koalgebra mit einer Koeins (3{!, A,e) iiber einem kommutativen Ring C ist ein 
C-Modul % mit zwei C-Modul Abbildungen: 
i.) A : DC — )• IK (8" IK der Komultiplikation und 
a.) e : IK — >• C der Koeins, 
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mit den Eigenschaften 

(A (g) id) o A = (id (g)A) o A und (e (g) id) o A = (id (g)e) o A = id, 
was der Kommutativitat der folgenden Diagramme entspricht: 



(A.2.6) 



: ^"^'^ X0X c®X-^X(E^X^^X®C 



X<S)X- 



X 




Fiir die Komultiplikation verwenden wir die Notation von ISweedlerI 19691 ] . Dies bedeutet, daB 
wir fiir alle k £ X die Komultiplikation als 



(A.2.7) 



schreiben werden. Um die Schreibweise noch ein wenig zu vereinfachen, beziehungsweise iibersicht- 
licher zu gestalten, werden wir auf den Summationsindex i und das Summenzeichen verzichten. 
Gelegentlich brauchen wir den Ausdruck r o A, der so wichtig ist, dafi er von uns ein eigenes 
Symbol bekommt: 



A°^{k) := T o A{k) = ^ h^,y 



(A.2i 



Die Koassoziativitat schreibt sich dann explizit fiir k G X, unter Verwendung von Sweedlers 
Notation: 



<S) ^{2){l) ® ^(2)(2) — ^(1)(1) <2D ^{1){2) 'S) k(2) — k(^-i) <E) k(2) ® ^(3)- 



(A.2.9) 



Definition A. 2. 8 (Kokommutativitat einer Koalgebra X). 

Man nennt eine Koalgebra X kokommutativ, falls = A fiir alle k G X ist. Diese Aussage ist 
dquivalent dazu, dafi das folgende Diagramm kommutiert: 



X®X 




(A.2.10) 



X®X. 



Definition A.2.9 (Koalgebramorpliismus) . 

Ein Koalgebramorpliismus / : (!X]i, Ai, ^i) — t- (3C2, Aa, £2) ist eine lineare Abbildung, so dafi 



(/ (g) /) o Ai = A2 o / und El = £2 o /• 



(A.2.11) 



A. 2. 1 1 C) 1' F -* \lgc Im ;n 
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Dies entspricht der Kommutativitdt der folgenden Diagramme 




(A.2.12) 



Definition A. 2. 10 (Primitive und gruppenartige Elemente in einer Koalgebra). 
Sei {%, A, e) eine Koalgebra. Ein Element k E X nennt man 

i.) primitiv, falls A(A;) = l®k + k® \ ist. Die Menge aller primitiven Elemente der Koalgebra 

% bezeichnen wir mit Prim(3<;) = {k e 3C|A(A;) = 1 (g) A; + A; (g) 1}. 
a.) gruppenartig, falls A{k) = k^ k ist. 

Beispiel A. 2. 11 (Der Ring C ist Koalgebra). 

Der Ring C ist eine kokommutative Koalgebra iiber sich selbst mit £(C) = idc und A : C — > C (g) C 
als natiir lichen Isomorphismus. 

Bialgebra 

Wie schon zu Beginn des Kapitels erwahnt, versteht man unter einer Bialgebra eine Menge, die 
sowohl Algebra als auch Koalgebra ist. Beide Strukturen miissen miteinander vertraglich sein. 

Definition A.2.12 (Bialgebra). 

Eine Bialgebra {H, fi,r], A,e) iiber einem Ring C ist sowohl eine Algebra als auch eine Koalgebra. 

Die Kompatibilitatsbedingungen lauten 

i.) Ao ^ = {^(^ fi)o (id (g)r (g) id) o (A (g) A) und A(l^) = 1h0 1h, 
a.) e o n = He o (e s) und £{1h) = Ic- 

Dabei bezeichnen wir mit /ic : C(g) C — ;> C die gcwohnliche Multiplikation im Ring C. Damit sind die 
Abbildungcn A : H ^ H <E> H und e : H ^ C Algcbrahomomorphismen. Dies ist aquivalent dazu, 
dafi jj, : H ® H ^ H und r] : H Koalgebrahomomorphismen sind. 

A.2.2 HoPF-*-Algebren 
Einige Definitionen 

Definition A. 2. 13 (Antipodcnabbildung S und Hopf- Algebra). 

Gegeben sei eine Bialgebra (H, fi, e, A, rj) iiber einem Ring C. Sei S : H ^ H eine lineare Abbildung, 
die die folgenden Bedingungen erfiillt 

/X o (5 (g id) o A = /X o (id <^S) o A = o e. (A.2.13) 

so nennen wir S eine Antipodcnabbildung oder kurz Antipode. Eine Bialgebra mit einer Antipode 
S : H ^ H nennt man HoPF- Algebra. 



Die Eigenschaften der Antipodcnabbildung einer HOPF-Algcbra woUen wir in der folgenden Pro- 
position zusammenfassen. 
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Proposition A. 2. 14 (Eigenschaften der Antipode). 

Gegeben sei eine HOPF-Algebra {H, fi,ri, A, e, S), dann hat die Antipode S folgende Eigenschaften 
fiir alle Elemente in H. 

i.) Die Antipode S ist eindeutig. 

a.) Sof_i = ^o(Sf^S)oT und S{1h) = 1h, d. h. S ist ein Algehraantiautomorphismus. 
Hi.) {S S) o A = A°p o S und e o S = e, d. h. S ist ein Koalgehraantiautomorphismus. 



Beweis. Der Beweis findet sich zum Beispiel in [KasselII1995| . Theorem III. 3. 4]. □ 



Bemerkungen A. 2. 15 (Antipode). 

i.) Die Antipode ist vergleichbar mit einer Inversen, jedoch ist durch die Existenz einer solchen 
Abbildung nicht gesichert, dai3 5 o S" = id. Allerdings gilt fiir alle kommutativen und / oder 
kokommutativen HOPF-Algebren S o S = id. Ferner ist nicht einmal gefordert, dafi S als 
lineare Abbildung ein Inverses besitzen mufi, allerdings ist dies bei endlichdimensionalen 
Bialgebren mit einer Antipode immer der Fall. 
a.) Jede endlichdimensionalen HOPF-Algebr a ist genau d ann halbeinfach, wenn der Ring C die 



Charakteristik hat und o = id gilt 



Majid 



1995, Seite 33fl 



Eine weitere Struktur mit der wir HOPF-Algebren ausstatten wollen ist eine *-Involution, das heifit 
einen antilinearen Antiautomorphismus. 

Definition A. 2. 16 (Die *-Involution). 

Eine HoPF-*-Algebra {H, fi,r], A,e, S, I) ist eine YLOPF-Algebra mit einem antilinearen Antiauto- 
morphismus I : H ^ H , der * -Involution, so dafi fiir alle Elemente in H gilt: 

i.) / o ^ = ^ O (/ (g) /) O T, 

a.) / o / = id, 

Hi.) A o / = (/ (g) /) o A, 
iv.) e o I = I(- o e, 
V.) S o I o S o I = \d. 

Dabei bezeichnen wir mit Ic die gewohnliche komplexe Konjugation im Ring C. 

Lemma A. 2. 17 (Invertierbarkeit der Antipode). 

Sei {H, fi,r],A,e,S,I) eine Hopf-* -Algebra, so ist die Antipode S invertierbar. 

Beweis. Die Invertierbarkeit der Antipode ist eine einfache Konsequenz aus Definition IA.2.161 ii.) 
und v.). □ 

Auch wenn die Formulierung mittels (argumentfreien) Abbildungen sehr asthetisch ist, so zeigt 
sie sich als etwas umstandlich, wenn man konkrete Rechnungen angeht. Daher werden wir dazu 
iibergehen eine kiirzere und intuitivere Notation zu nutzen. 

Definition A.2.18 (HOPF-*- Algebra). 

Unter einer HoPF-*-Algebra {H,-,r],A,e,S*) iiber einem Ring C versteht man eine Menge H 
mit einer assoziativen Multiplikation ■ : H H ^ H , einer koassoziativen Komultiplikation A : 
H ^ H ® H , einer Eins r] : H, einer Koeins e : iJ — )• C, der linearen Antipode S : H ^ H und 
einer antilinearen Involution * : H ^ H, so dafi, die folgenden Bedingungen fiir alle g,h £ H erfiillt 
sind: 
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I.) ^{gh) = A{g)A{h), A(l^) = 1^ O 1^, 
a.) e{gh) = e{g)e{h), e(l^) = Ic, 

in.) S'(5r(i))5(2) = g(^)S{g(2)) = Ih, S{Ih) = Ih, S{gh) = S(h)S{g), e{S{g)) = e{g), 
IV.) (gh)* = h*g*, {g*r = g, A{g*) = Aig)*^* , e{g*) = e{g), S{S{g*r) = g. 

Dabei haben wir bei der Multiplikation in der Algebra {H, -,7], A,e, S* ) und im Ring C auf den 
Punkt verzichtell§. 

Definition A. 2. 19 (HoPF-*-Algebra Homomorphismus). 

Seien H und H' }^{0¥¥-*-Algehren, so ist die Abbildung ip : H ^ H' ein HoPF-*-Algebra Homo- 
morphismus, falls if ein * -Homomorphismus filr die Algebrastruktur und die Koalgehrastruktur ist 
und zusatzlich S^i o (p = ip o gilt. 

Bemerkung A. 2. 20 (HoPF-*-Algebren iiber formalen Potenzreihen) . 

Sei der Ring C[[A]] eine formale Potenzreihe in einem formalen Parameter A, so ist die die HOPF-*- 
Algebra H ein C[[A]]-Modul mit den C[[A]]-linearen Abbildungen (-,77, A, e, S* ). Dabei ist das alge- 
braische Tensorprodukt aus Definition IA.2.161 (bzw. Definition IA.2.18P durch das in der A-adischen 
Topologie vervollstandigte zu ersetzen. 



Bemerkung A. 2. 21 (Gradierte HOPF-Algebren, [Chari fc PressleyIIi994| |). 

Wir konnen auch eine gradierte Version von HoPF-*-Algebren formulieren. Dann ist 

00 

^ = 0^n. (A.2.14) 

n=0 

Die so definierte gradierte Hopf-* -Algebra iiber dem Ring C erfiillt die gewohnlichen Axiome, 
allerdings gilt 

T{h®g) = {-lT''g®h, fur heH,,,geH^. 

Desweiteren miissen die HOPF-Abbildungen die Gradierung respektieren, d. h. es gilt r/(c) C Hq 
fiir c e C, eiHn) = fur n > 0, S{Hn) = i^„, H* = Hn, /i(i^„ Hm) C Hn+m und A{Hn) C 

0p+q=nHp (g) Hq. 

Definition A. 2. 22 (HOPF-Ideal). 

Ein HoPF-Ideal einer YLOPF-Algebra H iiber einem Ring C ist ein zweiseitiges Ideal 3 von H , so 
dafi 

A{3)=J(^H + H(^J, e(J) = 0, S{3)C3. (A.2.15) 



Einige Beispiele 

Nun wollen wir dieses abstrakte Konzept ein wenig mit Leben fiillen und einige wichtige Beispie- 
le anbringen. Insbesondere der Gruppenalgebra C[G] sowie der universell Einhiillenden der LiE- 
Algebra U (3) kommen eine wichtige Bedeutung zu, da sie die in der Physik relevanten Beispiele 
fiir HOPF-Algebren darstellen. 

^Wenn wir von einer Hopf- Algebra oder von einer HoPF-*-Algebra H reden, dann sparen wir uns meist die Arbeit 
alle Strukturen (Multiplikation, Komultiplikation, Eins, Koeins, Antipode und Involution) aufzufiihren, da dies klar 
sein soUte. 
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Beispiel A. 2. 23 (Tensorprodukt zweier Koalgebren). 

Seien "X^ und X2 Koalgebren, so ist auch %i ® %2 eine Koalgebra. Es gilt: Axj^(sx2{f^i A^a) = 
Ai3(A;i)A24(A;2) und ejci^jcaC^i 'X'fc2) = (^O^xa (^2)- Sind %i und sogar HOPF-Algebren, so ist 
'S'aciig.xa = 'S'jc^ (E> S'jcj, und 3Ci (E> ist ebenfalls eine Hopf- Algebra. Die Notation A13A24 ist das 
gleiche wie (id (8)r (g) id) o (Ajc^ (g) A, 



^2' 



Beispiel A. 2. 24 (Die Gruppenalgebra C[G]). 

Sei G eine Gruppe. Die Gruppenalgebra C[G] von G iiber einem Ring C ist ein freier C-Modul, 
und die HOPF-Algebrastruktur ist gegeben durch: ?7(lc) = e, £{g) = Ic, A((jr) = g ® g, S{g) = g~^ . 
Offensichtlich handelt es sich um eine HoPF-*-Algebra, wenn man g* = g^^ definiert. Man sieht 
ferner, daB C[G] immer kokommutativ ist, jedoch nur dann kommutativ, wenn die Gruppe G 
kommutativ ist. 

Beispiel A. 2. 25 (Die universell einhiillende Algebra U(g)). 

Sei eine Lie- Algebra iiber R. Die universell einhiillende Algebra lie (fl) = Ur (g) ® C iiber C kann 
man als HoPF-*-Algebra auffasseil§. Um die Struktur zu verstehen, reicht es sich die Strukturab- 
bildungen auf den Elementen von g anzusehen. Sei ^ G g: e(0 = 0) ^{€) = Itg^ + ^tgl, S{£,) = 
Mit ^* = — ^ wird U (g) zu einer HoPF-*-Algebra. 



Weitere Eigenschaften zu einhiillenden Algebren findet man in DixmierII1977| |. 



Beispiel A. 2. 26 (C-wertige Punktionen auf der Gruppe G). 

Seien J{G) die C-wertigen Funktionen auf der Gruppe G. Wir definieren die C-Modul- und Algebra- 
struktur punktweise und fiir / G 7{G) sei e(/) = /(e), S{f){g) = f{g-^), A{f){gi,g2) = f{gi • 52) 



Beispiel A. 2. 27 (Nicht (ko)kommutative HOPF-Algebra, jMAJlDlll995l . Example 1.3.2]). 

Wir betrachten die Algebra, die durch die 1 und die drei Elemente X,g,g~^ iiber einem Korper K 

durch die Relationen 

gg-^ = 1 = g-^g, Xg = qgX, Xg'^ = q'^g'^X 

erzeugt wird. Dabei sei q ein invertierbares Element des Korpers K. Diese Algebra wird zu einer 
Hopf- Algebra durch 

A{X)=X0l+g0X, A{g)=gC^g, A{g-^) = g-^ g-\ 
8iX) = 0, s{g)=e{g-') = l, S{X) = -g-^X, S{g) = g-\ S{g-') = g. 

Diese Algebra ist weder kommutativ noch kokommutativ und nach Bemerkung IA.2.T5] nicht halb- 
einfach, da 5 o S{X) = qX 7^ X. 



A. 2. 3 Wirkungen von HoPF-Algebren auf Algebren 
Definition A. 2. 28 (Wirkung einer Hopf- Algebra). 

Eine Linkswirkung I : H®A — )• A einer YiOFF-Algebra {H, n, A, e, r], S) auf eine Algebra {A, fiji, 1^) 
mit Einselement ist eine lineare Abbildung, und es gilt fiir alle g,h G H und a,b £ A: 

^Die genaue Definition einer universell einhiillenden Algebra wird spater im Rahmen von universellen Objekten 
Definition IA.3.51 geben. 
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i.) lo{ii® \A){g (g) /i (g) a) = £ o (id ®l){g ®h®d) 

a.) i o (id <^fiji){h (g> a (g) 6) = o (^ (g) ^) o (id (g>r (g) id) o (A (g id (g id)(/i (g a (g b) 
Hi.) £{1h (g a) = a 
iv.) i{h(^lji) = e{h)lj^ 

Die Algebra A ist damit eine ff-Linksmodulalgebra , und wir bezeichnen die ff-Linksmodulalgebra 
mit {H,A,e)E- 

Wie bereits im letzten Kapitel, werden wir auch diese Notation vereinfachen und dazu die Wirkung 
mit l> bezeichnen, d. h. i{h a) =: h> a. Die obigen Bedingungen werden damit zu 
i.) (gh) > a = g > {h> a), 

a.) h > (ab) = (/i(i) > a)(/i(2) > b), 

in.) Iff > a = a, 

iv.) h>lji = e{h)lJ^. 

Sind nun sowohl die Hopf- Algebra H als auch die Algebra A mit einer *-Struktur ausgestattet, so 
mochten wir auch eine damit vertragliche Wirkung > haben. 

Definition A. 2. 29. 

Sei nun {H,A,>) eine H-Linksmodulalgebra und sowohl H als auch A seien mit einer * -Struktur 
ausgestattet. Man nennt > eine *-Wirkung, falls 

{h>a)* = S{h)* >a* (A.2.16) 

Wir haben nun eine abstrakte Definition fiir Wirkungen von HOPF-Algebren auf Algebren gegeben. 
Nun wollen wir einige Beispiele ftir konkrete Wirkungen angeben - ohne allerdings die Hopf-*- 
Algebra zu spezifizieren. 

Beispiel A. 2. 30 (Triviale Wirkung). 

Sei nun A eine *-Algebra. Die triviale Wirkung einer HoPF-*-Algebra ist gegeben durch 

h>a = e{h)a, (A.2.17) 
fiir alle Elemente a £ A. Man kann leicht sehen, dafi es sich hierbei um eine *-Wirkung handelt. 
Beispiel A. 2. 31 (Adjungierte Wirkung). 

Sei H eine HoPF-*-Algebra. Die adjungierte Wirkung einer HoPF-*-Algebra auf sich selbst ist 
gegeben durch: 

ad(<7)(/i) :=5(i)/iS(5(2)). (A.2.18) 

Beweis. Hier werden wir nun zeigen, dafi es sich wirklich um eine Wirkung handelt. Dazu mufi man 
die Gleichungen aus Definition IA.2.281 sowie die *-Bedingung (Gleichung ()A.2.16P ) nachrechnen. 
Seien nun h,g,g',k G H. Es ist trivial zu zeigen, dafi ad(lH)(/i) = lHhS{lH) = h und ad{g){lH) = 
5(i)lff'S'(ff(2)) = £(5) Iff ist. 

■* Analog kann man auch eine _H"-Rechtsmodulalgebra {H,A,r) definieren, wobei r : A ^ H ^ A eine Rechtswir- 
kung ist. Bei den spater definierten Cross-Produktalgebren kann man ahnlich verfahren und ebenso eine Cross- 
Produktalgebra betrachten, das auf einem i?-Rechtsmodul basiert und die Form Ht^A hat. 
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ferner miissen wir zeigen, daB 



ad(W)(M = (W)(i)/iS((55')(2)) 
= 9w9[i)hS{g(2)g[2)) 
= 9w9[i)hS{g[^^)S{g(2)] 
= 9(1) 3^d{g'){h)S{gf2)) 
= ad{g) o ad{g'){h), 



ad{g){hk) = g^^^hkS{g^2)) 

= 9{i)hS{g^2))g(3)kS{g^i^] 
= ad{g){h)ad{g){k) 



und nun nocli die Vertraglichkeit mit der *-Struktur 

{ad{g){h))* = {g^^hS{g^2))y 

CI / \ * ]L * * 

= -^(5(2)) h 5(1) 



Sig,2)rh*S{S{gl,r) 

S{g)l^h*S{S{g)l,^) 

ad{S{gr){h*). 



□ 



Beispiel A. 2. 32 (Innere Wirkung auf Algebra mittels *-Homomorphismus). 

Sei A eine *-Algebra, H eine HoPF-*-Algebra J : H^A ein *-Homomorphismus (Impulsabbil- 

dung), d. h. es gilt fiir alle g,h £ H 

J{g)J{h) = J{gh), J{Ih) = Ia, J{g*) = J{gY. (A.2.19) 

Dann ist 

h>a:= J(/i(i))aJ(S'(/i(2))) (A.2.20) 

eine * -Wirkung. 

Beweis. Der Beweis dazu erfolgt analog zu Beispiel IA.2.311 □ 

Die Wirkung in Gleichung (|A.2.20h ist trivial, wenn die Algebra A kommutativ ist, da 

J(/i(i))aJ(S'(/i(2))) = J(/i(i)S'(/i(2)))a = £{h)J{lH)a = a. 

Wir wollen das am Beispiel einer Lie- Algebra und einer Gruppe verdeutlichen. Gleichung ()A.2.20p 
geht in den beiden Fallen iiber zu 

L^a = [J^, a], mit ^ € U (g) und G A, 
^ga = UguUg^, mit g G C[G] und Ug G A. 



A.2. HOPF-* -AJgebren 



105 



A.2.4 Die Gruppen GL(i/,yi), QLq{H,A), \){E,A) und Uo(//,^) 



Kassel 



199 



Majid 



1995 1 ■ 



Alle Beweise zu diesem Kapitel findet man ausfiihr lich in Jansen fc: WaldmannII2006I |. Weitere 
Konvolutionsprodukte findet man beispielsweise in 



Definitionen und grundlegende Eigenschaften 

Seien H eine HoPF-*-Algebra und A eine *-Algebra. Wir schauen uns Homc(-ff, ^) mit dem Kon- 
volutionsprodukt 

(a*b)(/i) = a(/i(i))b(/i(2)) (A.2.21) 
an, wobei a, b G Homc(-ff, ^) und h ^ H. 
Definition A.2.33 (Definition von Gl{H,A) und \J{H,A)). 

Ein Element a G h\omc{H,A) gehort zu GL{H,A), falls fiir alle g,h £ H und b £ A gilt 

i. ) ailn) = 1^ (Normierung), 

ii. ) a{gh) = a{g^i-,){g^2) > 3(h)) (Wirkungsbedingung), 
in.) t> 6)a(/i(2)) = a(/i(i))(/i(2) o b) (Modulbedingung) . 

Wir bezeichen mit \J{H,A) all die Elemente, die zusdtzlich noch 
iv.) a(/i(i))(a(5'(/i(2))*))* = e(/i)l^ (Unitaritdtsbedingung) . 
erfullen. 

Proposition A. 2. 34. 

Die Menge GL(i/, A) ist beziiglich des Konvolutionsprodukts eine Gruppe, und \}{H,A) wird zu 
einer Untergruppe der invertierbaren Elemente von GL(Homc(-ff, *). Das Inverse eines Elements 
a G GL{H,A) ist gegeben durch 



,-1 



(/i) = /i(2)>a(5-^(/i,i))). 



(A.2.22) 



Bemerkung A. 2. 35. 

Die Gruppe \J{H,A) ist fiir jede Wirkung einer HoPF-*-Algebra H auf eine assoziative *-Algebra 
A mit Einselement 1^ definiert, bei der die Antipodenabbildung S : H^H invertierbar ist. Fiir 
die Gruppe \J{H,A) benotigen wir die *-Involution auf H und A. 

Definition A.2.36 (Die ABELsche Gruppen GL(3(^)) und U(3(^))). 

Man bezeichnet die Menge aller zentralen und invertierbaren Elemente von A mit GL(3(^)), und 
alle unitaren und zentralen Elemente von A mit U(3(-A)). 

GL(3(^)) = {a G A\ab = bayb€ A, 3a'^ e A, so dafi a~^a = aa'^ = 1^} (A. 2. 23) 

U(3(yi)) = {a G A\ab = bayb€A, 3a* € A, so dai3 a*a = aa* = 1^} (A.2.24) 

Desweiteren wollen wir die ff-invarianten Elemente in GL(3(-A)) bzw. U(3('A)) mit GL(3('A))^ 
bzw. U(3('A))^ bezeichnen. 

Proposition A. 2. 37. 

Sei c G GL(3(^))- Wir definieren via 



c{h) := c{h t> c ^) 



(A.2.25) 
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ein Element c G GL{H,A), und c ist ein Gruppenhomomorphismus, so dafi 

1 GL(3(^))^ GL(3(^)) A QL{H,A) (A.2.26) 
erne exakte Sequenz ist. Analog verhalt es sich fiir c G U(3(-A)) und c £ \J{H,A). Das heifit 



(A.2.27) 



1 U(3(^))^ U(3(^)) [iiH,A) 
ist auch eine exakte Sequenz von Gruppenhomomorphismen. 
Definition A. 2. 38 (Die Quotientengruppen GLo{H,A) und \Jo{H,A)). 

Wir definieren die Quotientengruppen GLq{H,A) und [Jq{H,A) indem wir das Bild von Q>\-{^{A)) 
bzw. U(3(-A)) unter ^ herausteilen. 

GloiH,A) = Gl{H,A)/GUj(A)) (A.2.28) 

[Jo{H,A) = [J{H,A)/[J{MA)) (A.2.29) 

Die Definition IA.2.38] ist moglich, da GL(3(^)) und U(3(^)) im Zentrum liegen und daher Nor- 
malteiler sind. Die Sequenzen ()A.2.26P und ()A.2.27p konnen wir damit zu den beiden exakten 
Sequenzen 



1 GL(3(^))^ GL(3(A)) GL{H,A) GLo{H,A) 1 (A.2.30) 

1 U(3(^))^ U(3(A)) ^ [J{H,A) MH,A) 1 (A.2.31) 
vervollst andigen . 
Bemerkung A. 2. 39. 

Offensichtlich ist GL(3(^)) = GL(3(^))^ und U(3(^)) = U(3(^))-^ falls die Algebra A nur 
das triviale Zentrum 3 (-A) = Cl^i hat. Desweiteren sind in diesem Fall die Gruppen GL{H,A) = 
Glo{H,A) sowie U{H,A) = Uo{H,A). 

Proposition A. 2.40. 

Seien A, B und C assoziative * -Algebren mit Einselement, und sei cf) : A^'h ein H -dquivarianter, 
surjektiver Homomorphismus. 

i.) Fiir jedes a G GL{H,A) ist (f)^a := o a G Gl{H,'B). 

a.) Die Abbildung (j)^: : GL{H , A) ^ GL{H , "B) ist ein Gruppenhomomorphismus. 

Hi.) Sei ip : ein weiterer H -dquivarianter surjektiver Homomorphismus, dann ist {ij)0(j))^, = 

V'* o 0* und (id^)* = idGL(H,^)- 

iv.) Der Gruppenhomomorphismus : GL(iJ, ^l) — )• GL(ff, !B) induziert einen Gruppenhomomor- 
phismus GLq{H,A)^GLq{H,'B), den wir auch mit (j)^ bezeichnen, so dafi das folgende Dia- 
gramm kommutiert 

1 -GL(3(>A))^ -GL(3(A)) Gl{H,A) ^GLoiH,A) -1 



GL(3(:B))^ -GL(3(S)) -» GliH,^) ^GLoiH,^) 1. 

(A.2.32) 



A.2. HOPF-* -AJgebren 
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V.) 1st (j) zusatzlich ein * -Homomorphismus, so kann man bei den Punkten i.) his iv.) „GL" durch 
„U " ersetzen, insbesondere ist das folgende Diagramm kommutativ 



U(3(^))^ U(3(>1)) ^y^{H,A) MH,A) 



(A.2.33) 



1 U(3(S))^ u(3(S)) -> U(i/,S) Uo(i?,S) 1. 



Man kann die Proposition IA.2.401 auch anders auffassen, namlich als eine Gruppoid-Wirkung auf 
eine exakte Sequenz. 

Korollar A. 2. 41. 

Das Gruppoid der H-dquivarianten Isomorphismen Iso^ wirkt auf die exakte Sequenz \A.2.26\ via 
Isomorphismen. Die ganze Sequenz von Gruppen mit seiner Autg (A) -Wirkung ist eine Invariante 
der Algebra A mit der H-Wirkung. Analog wirkt Iso^ durch Isomorphismen auf die exakte Sequenz 



A.2.21 . wobei die gesamte Sequenz mit ihrer Aut*^^ {A) -Wirkung eine Invariante von A als * -Algebra 



mit einer * -Wirkung von H ist. 
Der kokommutative Fall 

In diesem Abschnitt wollen wir nun davon ausgehen, dai3 wir eine kokommutative HoPF-*-Algebra 
gegeben haben. In diesem Fall vereinfacht sich das im letzten Abschnitt beschriebene. In unserer 
Konvention bilden Homomorphismen immer Einselemente auf Einselemente ab. 

Proposition A. 2. 42. 

Sei H eine kokommutative YiovY-* -Algebra und A eine assoziative * -Algebra. 

i.) H> '3(A) C 3 (A), d. h. zentrale Elemente in A hleiben durch eine ^OFF-Wirkung zentral. 
a.) Fiir a G Gl{H, 3{A)) ist a{h) e 3{A) fiir alle he H, daher gilt Q\-{H,A) = GL{H, 3{A)) 

und Glo{H,A) = GLo(-fr, 3iA)). Analoges gilt fiir a e 1}{H,A). 
Hi.) Die Gruppen GL{H, A), GLo{H,A), U{H,A) und \Jq{H,A) sind AbelscL 
iv.) Der Raum der Algebra- Homomorphismen H ^ 3h(-A) ist eine Untergruppe von GL{H,A), 
und der Raum der * -Homomorphismen if—)- ^iHiA) ist eine Untergruppe von \J{H,A). Das 
Inverse eines Homomorphismus a ist gegeben durch a^^{h) = a{S{h)) = a{S^^{h)). 

Beweis. Der erste Teil der Proposition ist klar. Fiir den zweiten rechnen wir nach 

a{h)b = a(/i(i))e(/i(2))6 = a(/i(i))((/i(2)S(/i(3))) t>b) = o {S{h^,i^) o 6)a(/i(2)) = e(/i(i))6a(/i(2)) 
= ba{h), 

dabei nutzen wir sowohl die Kokommutativitat der Hope- Algebra wie auch die Modulbedingung 
aus Definition IA.2.33i Der dritte Teil ist eine Konsequenz dessen und fiir den vierten gilt per 
Definition a : if— ?■ 3h(-A), a(l^) = 1^ und 

a{gh) = a{g)a{h) = a(fi((i))e(5((2))a(/i) = a{g^,^){g^2) > a(/i)), 

da a{h) ii-invariant ist. Aufierdem ist 

6)a(/i(2)) = a(/i(2))(/i(i) >b) = a(/i(i))(/i(2) > b), 
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da a(/i(2)) zentral und H kokommutativ ist. Fiir den Fall, dafi a ein *-Homomorphismus ist, gilt 

a(/i(,))(a(5(/i(,))*))* = 3{h,MSM) = a(/ia)5(/i(.))) = e{h)l^. 

Es ist leicht zu sehen, dafi fiir a, b : ^ ^Hi-^) das Konvolutionsprodukt a * b wieder ein Homo- 
morphismus ist, der Werte in BhI-^) annimmt. Ferner gilt 

a-\h) = £(/i(i))a(5-\/i(2)) = 3{S-\h)) = a{Sih)). 

Da aufgrund der Kokommutativitat von H fiir die Antipode S'^ = id gilt, und a{h) invariant ist, 
ist auch a"^ ein Homomorphismus, falls a ein *-Homomorpliismus ist, da die Antipode S mit der 
* -Involution vertauscht. □ 

Die Algebrahomomorphismen 

X-.H^C, (A.2.34) 

also die Charaktere von H, tragen immer zur Gruppe GL(H,A) bei. Ist x zusatzlich ein *-Homo- 
morphismus so nennen wir ihn einen unitaren Charakter. Falls das Zentrum der Algebra A trivial 
ist, dann bilden die Charaktere von H die ganze Gruppe GL{H,A). Dies wollen wir in der folgenden 
Proposition festhalten. 

Proposition A. 2. 43. 

Set H eine kokommutativ e }iOPF -Algebra. 

i.) Uber die Abbildung a^ mit a^{h) = x{h)^A bilden die Charaktere von H eine Untergruppe 

von GL{H,A), und die unitaren Charaktere von H bilden eine Untergruppe von \}{H,A). 
a.) Ist das Zentrum von A trivial, d. h. 3 (-A) = Cl^, dann ist jedes Element von GL{H,A) = 
GLo(-ff, ^) ein Charakter und jedes Element von \J{H,A) = Uo(-ff, ^) ist ein unitarer Cha- 
rakter. 



A. 3 Cross-Produktalgebren 

Definition A. 3.1 (Die Cross-Produktalgebra ^Ixiif). 

Gegeben seien eine H -Linksmodulalgebra {H,A,>). Die assoziative Algebra AyiH = {A® H,-) sei 
das Tensorprodukt A®H ausgestattet mit der Multiplikation ■, so dafi fiir alle g,h E H und a,b E A 
gilt 

{a^ g) ■ {b0h) = a{g^^) i> 6) g(2)h. (A.3.1) 

Wir bezeichnen eine solche Algebra als Cross-Produktalgebra oder als Cross-Produkt. In der Lite- 
ratur findet man auch den Begriff des Smash-Produkts. 

Bemerkungen A. 3. 2. 

i.) Die Assoziativitat lafit sich leicht nachrechnen. Dazu brauchcn wir die Koassoziativitat der 
HoPF- Algebra, sowie die Definitionen des iJ-Linksmoduls {H,A,>). 



A. 3. Cross-Produktalgehren 
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ii.) 1st die Algebra A mit einem Einselement Iji ausgestattet, so ist 1^ (8" 1h das Einselement in 
AyiH, denn offensichtlich gilt 

(lyi Ij^) • (a (g) /i) = 1^(1h > a) (g) Ij^/i = a (g) /i = a(/i :> lyi) (g) /iIh = {a®h)- (1^ (g 1^). 

Im Rahmen von *-Algebren und HoPF-*-Algebren mochten wir auch eine *-Struktur auf einer 
Cross-Produktalgebra AyiH definieren. Diese bekommen wir auf natiirliche Weise geschenkt, wenn 
A eine *-Algebra und H eine HoPF-*-Algebra sind. 

Lemma A. 3. 3 (*-Struktur auf AxiH). 

Sei {H, A, >) eine H -Linksmodulalgehra und sowohl A als auch H sei mit einer * -Struktur versehen, 
und sei eine * -Wirkun^, so wird AyiH zu einer * -Algebra mittels 

{a (g) h)* = h*,^ > a* (g) h*2y (A. 3. 2) 

Beweis. Wir rechnen nach, dafi diese Definition alien Strukturen einer *-Algebra gerecht wird. 

(a(g/i)** = oa* /i*2))* 

= /l(2)(l) > (5'(/l*i))* > a**) (g /i(2)(2) 
= S'"^(/l(i))/l(2)(i) >a (g) /l(2)(2) 

^ V ' 

e(/i(i)) 

= a (g) /i. 

Desweiteren gilt 

((a (gg)-{b^ h))* = (0(5(1, >b)^ g^^^h)* 

= (5'(2)(i)/i(i))* > (a(5(i) > b))* /i*2)5(*2)(2) 
= (5'(2)(i)/i(i))* > (5(1) t> 6)*a* /i*2)5'(*2)(2) 
= Ki)9mi) ^ iSigwT > b*)a* (g /i*2)5'*2)(2) 

= ((^*i)5(*2)(i)){i) l> (5'(5(i))* &*))((^*i)5(*2)(i))(2) > a*) ® h*2)9*2)(2) 

= (^('l)(l)( ^^(g(l))g(2)(l)(lO * l> ^*)(^*1){2)5(*2)(1)(2) ® f^*2)9(2)(2) 

= (^*i) ^*)(^*2)e(5'(i))5(*2) > a*) /i*3)9*3) 
= (/i*,)>6*0/i*,))-(5*,j>a*»(7(2)) 
= (&®/i)* • (a 5)*. 

Zuletzt zeigt man noch, dafi das Einselement unter der *-Involution invariant ist 

(1^ 1^)* = l„t>lji(^lH = Ia(E) Ih, 

womit die Behauptung bewiesen ware. □ 



^Manchmal bezeichnen wir eine derartige Modulalgebra auch als kurz als *-Modulalgebra. Aus dem Zusammenhang 
sollte klar sein was gemeint ist. 
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Lemma A. 3. 4. 

Sei ^> : yi— 7>S ein H-dquivarianter * -Homomorphismus, dann ist 

^0\d:AxiH-^'ByiH (A.3.3) 

ein * -Homomorphismus, der insbesondere einen Gruppoidhomomorphismus ■ y\ H : Iso^ — )• Iso* 
induziert, so dafi die Identitdten A in Isojj auf ihre Cross-Produktalgebren A x if und die Pfeile ^ 
auf $ (8) id abgebildet werden. 

Es liegt nahe, die beiden injektiven (abgesehen von Torsionseffekten durch das Tensorprodukt (8> 
liber C, von denen wir aber mal absehen wollen) *-Homomorphismen 

t: Ab a>-^ a(^lH ^ A>^H, (A.3.4) 
J : H B lji(g) h € A>sH (A.3.5) 

zu definieren. Sie liefern eine Einbettung der Algebren A und der HOPF-Algebra H in die Cross- 
Produktalgebra. Offensichtlich sind die Algebren A <^ In und Iji H Unteralgebren der Cross- 
Produktalgebra Ayi H. Auf der Cross-Produktalgebra A>i H existiert auf natiirliche Weise eine 
*-Linkswirkung von H, die durch 

g>(a^h) = (5(1) >a)0 g^2)hS{g^3^) (A.3.6) 

gegeben ist. Unter Verwendung von Definition ()A.3.5P kann man die Wirkung als eine „innere" 
schreiben: 



g>{a(S)h)= j(g(i))(a h)j{S{g^2-))). (A.3.7) 

Der *-Homomorphismus i : A^AxiH ist ii-aqui variant, d. h. es gilt h>i{a) = i{h>a). 

Die Abbildungen ()A.3.4p und ()A.3.5P konnen wir nun die Cross-Produktalgebra als ein universelles 

Objekt interpretieren. 

Definition A.3.5 (Universelle Objekte). 

Seien A und B zwei Kategorien und F : A — t- B ein Funktor von A nach B, ferner sei B G Obj(B). 
Eine Universelle von B beziiglich des Funktors F ist das Paar {U,u), wobei U G Obj(A) ein Objekt 
in A und u : B ^ FU ein Morphismus von B nach FU ist, so dafi falls g : B ^ FB ein beliebiger 
Morphismus von B nach FB ist, ein eindeutiger Morphismus g : U ^ B von U nach B G Obj(B) 
existiert, und das Diagramm 

B ^FU 

9 

Y 

FB 

kommutiert. Man nennt U ein universelles A-Objekt fiir B und u den korrespondierenden univer- 
sellen Morphismus. 




A. 4. Verbande 
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Proposition A. 3. 6 (Cross-Produktalgebra als universelles Objekt). 

Sei "B eine * -Algebra mit Einselement mit den beiden * -Homomorphismen iv, : A^'B und : 
i/— T-S, so dafi irg{g ]> a) = Js(5{i))«s(o)js('S'(5{2))); dann existiert ein eindeutiger * -Homomorphis- 
mus (f) : Axi H ^ B, so dafi i^g = (j) o i und = o J- Dies bedeutet (f){a® g) = i-s,{a)j^{g), und das 
folgende Diagramm ist kommutativ. 



A ' — ^AxH-^ — H 




Ein weiteres Beispiel fiir ein universelles Objekt erwahnten wir schon zuvor: die universell Einhiil- 
lende einer Lie- Algebra (siehe Beispiel IA.2.25p . 

Definition und Konstruktion A. 3. 7 (Universell einhiillende Algebren). 

Sei Q eine hiE-Algebra iiber einem Korper K. Wir nennen eine assoziative Algebra mit Einselement 
U{q) iiber K und eine Abbildung a : g — )• 11(0) eine universell einhiillende Algebra falls die folgenden 
Bedingungen erfiillt sind: 

i.) Die Abbildung a : L(U(q)) ist ein hiE-Algebrahomomorphismus. 

a.) Falls A eine assoziative Algebra mit Einselement iiber K und /i : g — t- L{A) ein Algebrahomo- 
morphismus ist, so existiert ein hlE-Algebrahomomorphismus k : U{q) -^A so dafi k(l) = \j\ 
und h = ka. 

Satz A. 3. 8 (Existenz und Isomorphie universeller Einhiillender). 

Zu jeder hiE- Algebra q existiert eine universell einhiillende Algebra U{q). Zwei verschiedene uni- 
versell einhiillende Algebren zu q sind stets isomorph. 



A. 4 Verbande 

Wir wollen eine kurze Einfiihrung in die Verbandstheor ie geben. Diese g eht ein wenig iiber die von 
uns gebrauchten An wendungen hiriaus un d basieren auf JacobsonI|i985 | und den unveroffentlichen 
Aufzeichnungen von 



BORDEMANN 



19951 ] ■ 



Definition A. 4.1 (Verband). 

Man nennt ein Menge V mit den beiden Abbildungen A,\/ : V x V einen Verband, wenn die 
folgenden Eigenschaften fiir alle a,b,c £V erfiillt sind: 

i.) {aV b) V c = aV {bV c) und (a A 6) A c = a A (6 A c) (Assoziativitat der Verkniipfungen) 

a.) ay b = by a und a Ab = b A a (Kommutativitat der Verkniipfungen) 

Hi.) a A a = ay a = a (Idempotenz der Verkniipfungen) 

iv.) ay {a Ab) = a und a A (a V 6) = a (Vertrdglichkeit der beiden Verkniipfungen) . 
Lemma A. 4. 2 (Halbgeordnete Menge). 

Jeder Verband {V,y,A) wird zu einer halbgeordneten Menge vermoge 



a<b 



a Ab 



ayb 



(A.4.1) 
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Beweis. 

i. ) a < a a A a = a = aV a. 

ii. ) a < b und b < a dann ist a Ab = a und ebenfalls a Ab = b woraus offensichtlich a = b folgt. 

Analog lauft die Argumentation fiir V. 
Hi.) Fiir a <b < c gilt a Ab = a und b Ac = b. Damit kann man schreiben: a A c = {a Ab) Ac = 
a A {b A c) = a Ab = a und damit ist a < c. Analog zeigt man auch, dai3 a V c = c ist. 

□ 

Definition A. 4. 3 (Orthokomplementierter und orthomodularer Verband). 

Ein Verband (1/, V,A) heifit orthokomplementiert, falls es eine Abbildung ' : V^V sowie zwei 
Elemente und 1 gibt, so dafi fiir alle a,b G V gilt 
i.) < a < 1, 
ii.) ' ist injektiv, 
Hi.) aus a <b folgt b' < a' , 
iv.) (a'y = a, 
V.) a Aa' = 0, 
vi.) a V a' = 1. 

Einen orthokomplementierten Verband {V, V, A,' ) fiir den zusdtzlich noch die Eigenschaft (a V b') A 
b = a fiir alle a < n gilt, nennt man orthomodular. 

Lemma A. 4. 4 (Eigenschaften orthokomplementierter Verbande). 
Sei (y, V,A/) ein orthokomplementierter Verband, so gilt 
i.) ' : V ^V ist bijektiv, 

ii.) {a A b)' = a' V b' , 

Hi.) {a V b)' = a' A b' , 

iv.) a < (aV b') Ab falls a <b. 
Die Aussagen ii.) und Hi.) werden als DE MoRGANsche Regeln bezeichnet. 

Beweis. 

i.) Klar, da [a')' = a. 

ii.) Aus a Ab> a folgt (a Ab)' < a bzw. aus a Ab > b folgt (a A b)' < b. Und daraus folgt dann 

(a A by = a' V b'. 
Hi.) Analoge Argumentation wie bei ii.). 
iv.) Wenn a < 6 ist a < a V 6'. 
Daraus folgt die Behauptung. □ 

Beispiel A. 4. 5 (Menge der abgeschlossenen *-Ideale). 

Die Menge der (D, ff)-abgeschlossenen *-Ideale bilden einen Verband, den wir mit ^b^jy bezeichnen. 



Beweis zu Lemma ?? und Beispiel ] A. 4. 5 . Es gilt folgendes zu zeigen 



i.) Es gelten die iiblichen Verbandsregeln, d. h. Assoziativitat, Kommutativitat, Idempotenz und 
die Vertraglichkeit. 

Im //-aquivarianten Fall mu6 zusatzlich noch gezeigt werden, dafi die durch die Verkniipfungen 
A, V erzeugten Elemente des Verbands weiterhin if-abgeschlossen sind. 
ii.) Fiir beliebige (2), if)-abgeschlossene *-Ideale 3, 3 ist auch 3 AJ (D, i/)-abgeschlossen. 



A. 5. Projektive Moduln 
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Hi.) Ftir beliebige (D, -ff)-abgeschlossene *-Ideale J, 3 ist auch J V J := HiSi, das kleinste H- 

abgeschlossene Ideal mit J U J C J, (D, f/')-abgeschlossen. 
Teil i.) ist einfach und im wesentlichen auch klar. Seien nun d = ker (vr), J = ker (p) und 3C = ker (k), 
dann gilt 

(a A J) A X = (ker (vr /))) A ker {k) 
= ker ((vr p) k) 
= ker(vr0 (p0 k)) 
= aA (JA3C), 

was die Assoziativitat zeigt. Die Kommutativitat folgt aus 

a A J = ker (vr /)) = ker (/) vr) = J A 3- 

Komplett analog verhalt es sich fiir V. Fiir die Idempotenz ist nun 

a A a = ker (vr vr) = ker (vr) = a und a V a = ni3^ = 3n3 = 3- 

In einem letzten Schritt miissen wir noch zeigen, dafi die beiden Verkniipfungen vertraglich sind. 
Dazu rechnen wir nach 

a V (a A J) = a V ker (vr /)) = ker (vr) V ker (vr p) = ker (vr) = 3, 

und analog natiirlich a A (a V J) = 3- 

Fiir Teil ii.) seien nun 3 = ker (vr) und 3 = ker (p) (D, iJ)-abgeschlossene *-Ideale. Dann ist a A J = 
ker (vr p). Da die direkte Summe zweier if-aquivarianter Darstellungen wieder if-aquivariant ist 
ist a A J auch /f-aquivariant und (D, -?/)-abgeschlossen. 

In Teil Hi.) sind 3i per Definition Kern einer //-aquivarianten Darstellung und (D, if)-abgeschlossen, 
so dafi wir schreiben konnen 3i = ker (rj). Damit ist aber 

a V J = HiSi = ker(0iri), 

was natiirlich wieder (D, i?)-abgeschlossen ist. Damit haben wir gezeigt, dafi L.j)^jf{A) einen Verband 
bildet. 

□ 

Beispiel A. 4. 6 (Orthomodularer Verband - Die Potenzmenge 'J'{N)). 

Ein Beispiel fiir einen orthomodularen Verband ist die Potenzmenge einer Menge A^, die wir mit 
(V = J'(A^), U, n, \) bezeichnen. Dabei sind die Verkniipfungen die bekannten mengentheoretischen 
U und n, so dafi a V 6 := a U 6 und a A b := a D b fiir alle a,b £ 'P{N), desweiteren ist = und 
1 = A^. 

A. 5 Projektive Moduln 



Eine Einfiihrung in die projektiven Moduln findet man in 



JACOBSON 



19891]. 
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Definition A.5.1 (Projektiver Modul). 

Sei A eine assoziative Algebra mit Einselement. Der A-Rechtmodul £yi ist genau dann ein endlich 
erzeugter, projektiver yi-Rechtmodul, falls 

i. ) ein Erzeugendensystem (ei, 62, • • • , Cm) existiert, so dafi fiir jedes x E £,ji Koeffizienten E A 

mit i = 1, • • • , m existieren, so dafi x = ^^^i ejC*. 

ii. ) ein Projektor P G Mn{A) mit P = P^ existiert, so dafi PA"' « £yi. 
Dabei ist 



PA"" = imP 



Dabei sind folgende Punkte zu bemerken. 



G ^"|3cj- G yi"; Y Pij^j = bi\ ■ (A.5.1) 



Bemerkungen A. 5. 2 (Projektiver Modul). 

i. ) (ei,e2,--- ,em) ist keine Basis, sondern nur ein Erzeugendensystem. Damit hat m im allge- 

meinen nicht die Bedeutung einer Dimension. Nur in einer Art „minimalem Fall" konnte man 
m als Dimension bezeichnen. 

ii. ) yi" ist auf natiirliche Weise ein yi-Rechtsmodul, indem man komponentenweise multipliziert. 

Ebenso ist P^l" ein yi-Rechtsmodul, da (Pbi) ■ a = P{bi ■ a), wobei a G ^1 und 6j in A"". 
Hi.) Die Algebra Mn{A) operiert mittels Matrixmultiplikation auf A", d. h. fiir a^j G M„(A) und 
bk G A" ist yi" 3 Cj = J2j C'ijbj- 

Lemma A. 5. 3. 

Die A-linearen Endomorphismen von A^ sind genau die n x n-Matrizen iiber A, d. h. End^(yi") = 

MniA). 

Beweis. Sei (j) G £x\6a{A'^), dann gilt 



\ i / i i 



□ 



Eine Frage, die sich nun stellt ist, wie sieht Endyi(Pyi") aus. Die Antwort gibt folgendes Lemma. 
Lemma A. 5. 4. 

Sei PA^ ein projektiver, endlich erzeugter A-Rechtsmodul. Die A-linearen Endomorphismen von 
PA^ konnen wie folgt beschrieben werden. 

End^(Pyi") = PMn{A)P := {A G M„(A)|3P G Mn{A) mit A = PBP) (A.5.2) 

Lemma A. 5. 5 (Projcktivc Moduln). 
Folgende Aussagen sind aquivalent 
i.) Der Modul 8-ji ist projektiv. 
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ii.) Seien Myi und "Mji A-Rechtsmoduln und (f), tp A-Rechtsmodulmorphismen, (p sei zudem sur- 
jektiv. Dann ist das folgende Diagramm kommutativ, d. h. es existiert ein T mit (p o T = tp. 



in.) Es existiert ein Modul 'Jji, so daji £yi © Jji ~ yi". 

iv.) Es existieren Xi £ Eji und A-lineare P : £.ji^A, so daji £yi 9 x = ^iXif^{x) darstellhar ist 
fiir alle x G £yi. 

Bemerkung A. 5. 6. 

Bedingung Hi.) von Lemma lA.5.51 ist die algebraische Formulierung des Satzes von Serre-Swan. 




0. 
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A. 6 Faserbiindel 



Wir wollen eine kurze Definition der von uns gebrau chten Strukturen i m Rahmen der Biindel- 
geometrie geben. Einige der Definitionen entstammen 
1963| . 



Nakahara 
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A. 6.1 Grundlagen 
Definition A. 6.1 (Faserbiindel). 

Ein (differenzierbares) Faserbiindel {E,-7t, M, F,G) (oder kiirzer E M) besteht aus den folg en- 
den Elementen: 

i.) Eine dijjerenzierbare Mannigfaltigkeit E, der Totalraum. 

ii.) Eine dijjerenzierbare Mannigfaltigkeit M, der Basisraum (oder der BasismannigfaltigkeitJ. 
Hi.) Eine differenzierbare Mannigfaltigkeit F, der Faser (oder der typischen Faserj. 
iv.) Eine Surjektion n : E ^ M, die Projektion. Das Urbild tt"^ = Fp = F ist die Faser am 
Punkte p. 

V.) Eine Lie-Gruppe G, die Strukturgruppe. Sie wirkt von links auf die Faser F . 

vi. ) Eine Menge offener Uberdeckungen {Ui} von M mit einem Diffeomorphismus (pi : Ui x 

F^-K~'^{Ui), so dafi TT o (j)i{p, f) = p. Man nennt die Abbildungen eine lokale Triviali- 
sierung. 

vii. ) (I)i{p, •) =: (f)i^p : F ^ Fp ist ein Diffeomorphismus. AufUi DUj ^ fiihrt man tij := (pi^pipj^p '■ 

F^F ein. Dann sind (pi und (pj verkniipft iiber die glatte Ahbildung tij : Ui H Uj^G, die 
Werte in der Lie-Gruppe G annimmt, und 

cbj{pJ) = UP,Uj{p)f). (A.6.1) 
Man nennt {tij} die Ubergangsfunktionen. 
Bemerkung A. 6. 2. 

Ein Faserbiindel ist unabhangig von der speziellen Wahl der Uberdeckung. Daher bezeichnet man 
auch {E,TT, AI, F,G,{Ui},{(f)i}) als Koordinatenbiindel, und die Aquivalenzklasse der Koordina- 
tenbiindel als das Faserbiindel. 

Definition A. 6. 3 (Aquivalenz von Faserbiindeln) . 

Zwei Biindel E M und E' M sind genau dann dquivalent, wenn es einen Biindeldiffeo- 
morphismus f : E ^ E' gibt, so dafi f : M ^ M die Identitdt ist und das folgende Diagramm 
kommutiert: 

E ^ ^E' 

I Y 

M 

Definition A. 6. 4 (Triviales Faserbiindel). 

Ein Faserbiindel E M nennt man trivial, falls es sich als direktes Produkt E = M x F aus der 
Basismannigfaltigkeit M und der Faser F schreiben lafit. 
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Definition A. 6. 5 (Schnitte). 

Gegeben ein Faserbiindel E M. Ein Schnitt s : M^E ist eine Abbildung von der Basis- 
mannigfaltigkeit in den Totalraum, so dafi vr o s = id^,/. Die Menge aller k-fach differenzierbaren 
(bzw. glatten) Schnitte von E — > M bezeichnet man mitT^{M,E) (bzw. T°^{M,E)) oder einfacher 
mit T^{E) (bzw. T°°{E)). 

Beispiele A. 6. 6 (Vektorfelder und Einsformen auf M). 

Die einfachsten Bespiele fiir Schnitte sind die Vektorfelder auf einer Mannigfaltigkeit: X{M) = 
T°°{M,TM) und die Einsformen: f)i(M) = T°°{M,T*M). 

Definition A. 6. 7 (Vektorbiindel und Geradenbiindel) . 

Man bezeichnet ein Faserbiindel E — ^ M als Vektorbiindel, falls die typische Faser ein Vek- 
torraum V ist. Ist die Faser ein eindimensionaler Vektorraum, so spricht man auch von einem 
Geradenbiindel . 

A. 6. 2 Zusammenhang und Kriimmung 

Definition A. 6. 8 (Zusammenhang auf Vektorbiindel E M). 

Gegeben sei ein Vektorbiindel E M. Man definiert einen linearen Zusammenhang (oder eine 
kovariante AbleitungJ 

: r°° (TM) X r°° (E) (E) (A.6.2) 

Uber die folgenden Eigenschaften: 
Q Vf^^,yS = fV^s + gV,^s, 
II.) V^{fs) = fV^s + X{f)s, 
fiir X,y G r°° {TM), f,ge C°°(M) und s G r°° (E). 

Der Zusammenhang kann aufgrund von Bedingung ii.) kein Tensorfeld sein. Allerdings kann man 
mit Hilfe des Zusammenhangs interessante Tensorfelder konstruieren. 

Definition A. 6. 9 (Kriimmung eines Zusammenhangs auf E M). 

Gegeben sei ein Vektorbiindel E M mit einem Zusammenhang V^. Der Kriimmungstensor 
R G r°° (A^T*M(S) End(£')) des Zusammenhangs definiert man via 



R^iX, Y)s = Vf V/s - V/Vf s - m^^s, (A.6.3) 
fiir X,Y £T°° (TM) und s G r~ (E). 

An dieser Stelle miifite man beispielsweise zeigen, dafi die Kriimmung wirklich e in Tensorfeld ist, al- 
lerdin gs wollen wir statt dessen auf geeignete Literatur verweisen, beispielsweise 
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1961 Chapter III.5]. 



Lemma A. 6. 10 (Zusammenhang auf dem Endomorphismenbiindel End(-E) E). 

Sei E ^ M ein Vektorbiindel mit einem Zusammenhang V^. Auf den Endomorphismenbiindel 

End(^) ^ E wird ein Zusammenhang V'"=''^^ : r°° (TM) x r°° (End(^)) ^r°° (End(£;)) durch 
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(Vr'"'^)(s):=[V/,A](s) (A.6.4) 
fiir alle X G r°° (TM), A G End(S) und s G (E) induziert. 

Beweis. Wie rechnen nach, daB V^""**^' die Eigenschaften eines Zusammenhangs hat und funktio- 
nenlinear in den Schnitten s G r°° [E) ist. Die Eigenschaft i.) in Definition IA.6.81 ist offensichtlich. 
Bleibt zu zeigen 

[vr'^^'ifA)) {s) = [V^JA] {s) 

= V^{fAs)-fAV^s 
= fV^iAs) + AsXif) - fAV^s 
= f{V^{As)-AV^s) + AsXif) 
= f[V^,A] {s) + AsXif) 

= /(vr'"'A)(.)+x(/M(.), 

sowie die Linearitat in den Schnitten 

(Vi"^'"^^) (/.) = [V/,yl] ifs) 

= V^A{fs)-AV^{fs) 

= fV^{As) - {As)X{f) - {Af)V^s + {As)X{f) 
= f(y^As-AV^s) 
= /[V/,A] {s) 

= f (v-^<"'^) (.). 

□ 



A. 7 Symplektische Geometrie 
A. 7.1 Allgemeine Definitionen 

In diesem Kapitel stellen wir einige Grundlagen zur symplektischen Geometrie zusammen. Die 
symplektische Geometrie ist in der Physik von groBer Bedeutung, da eine groBe Klasse der Pha- 
senraume von Teilchen Kotangentialbiindel und damit symplektische Mannigfaltigkeiten sind. Die 
Klasse der Kotangentialbiindel ist im allgemeinen jedoch nicht ausreichend, da durch Phasen- 
raumreduktion durchaus symplektische Mannigfaltigkeiten entstehen konnen, die keine Kotan- 
gentialbiindel sind. Eine Verallgemeinerung liegt daher auf der Hand. Andererseits spielen auch 
KAHLER-Mannigfaltigkeiten (M,uj,I,g) im Rahmen der Quantisierung (z. B. beim WiCK-Produkt) 
eine zent rale Rolle. Au ch diese sind symplektische Mannigfaltigkeiten mit weiteren Strukturen, sie- 
he z. B. 



Wells 
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Definition A. 7.1 (Symplektische Mannigfaltigkeit M). 

Eine symplektische Mannigfaltigkeit (M, u) ist eine Mannigfaltigkeit mit einer punktweise nicht- 
ausgearteten geschlossenen Zweiform ui G r°° (A^r*M) . 
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Bemerkung A. 7.2. 

Die Dimension einer symplektischen Mannigfaltigkeit ist immer gerade, d. h. dim M = 2n. 
Definiton und Lemma A. 7. 3 (Symplektomorphismen). 

Ein Diffeomorphismus 4> ■ M ^ N zwischen zwei symplektischen Mannigfaltigkeiten (M, uj) und 
{N,uj') heifit symplektisch oder ein Symplektomorphismus, falls (f)*u}' = uj. Die symplektischen 
Diffeomorphismen M bilden eine Gruppe, die Symplektomorphismengruppe Sympl(M). 

Beispiel A. 7.4. 

Ein erstes Beispiel fiir eine symplektische Mannigfaltigkeit ist der IR^" mit der kanonischen sym- 
plektischen Form wo = XlILi ^'t ^ '^Pi- symplektische Form ist offensichtlich geschlossen, 
d. h. dwo = und in einer globalen Karte fiir den R^'^ sogar konstant. 

Das Beispiel des IR^" ist insofern wichtig, als daB jede symplektische Mannigfaltigkeit lokal wie ein 
(lR^",cjo) aussieht, was die Aussage des DARBOUX-Theorems ist. 

Satz A. 7.5 (DARBOUX-Theorem). 

Sei {M,uj) eine symplektische Mannigfaltigkeit der Dimension dimM = 2n, und p G M. Dann 
existiert eine offene Umgebung U C M von p, ein Diffeomorphismus cp : U^V sowie eine offene 
Umgebung V C R^n^ j^g^jj 

^:{U,u\u) ^ (.V,uj,\y) (A.7.1) 

ein Symplektomorphismus ist. 

A. 7. 2 Symplektische Zusammenhange 

Fiir die FEDOSOV-Konstruktion ist der Zusammenhang von groBer Bedeutung. Daher werden wir 
kurz die wesentlichen (benotigten) Eigenschaften von Zusammenhangen auffiihren. Im weiteren 
sind wir an Zusammenhangen auf TM interessiert. Dies heiBt insbesondere, daC E = TM und 
damit wird der Zusammenhang eine Abbildung 

V : r°° {TM) X r°° {TM) T°° {TM) . 

Diese spezielle Art von Zusammenhang erlaubt uns eine neue Grofie, die Torsion des Zusammen- 
hangs, zu definieren. 

Definiton und Lemma A. 7. 6 (Torsion eines Zusammenhangs V auf M). 

Gegeben eine Mannigfaltigkeit M mit einem beliebigen Zusammenhang (M, V). Man definiert die 
Torsion 

rv(x, Y) = v^y - VyX - [x, y] (A.7.2) 

fiir alle X,Y,Z £ r°° {TM). 

^Wenn wir von „einer Mannigfaltigkeit M mit Zusammenhang" sprechen, dann ist ein Zusammenhang auf dem 
Tangentialbiindel TM gemeint. 
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Lemma A. 7.7 (Torsionsfreier Zusammenhang). 

Auf jeder Mannigfaltigkeit mit einem Zusammenhang (M, V) existiert ein torsionsfreier Zusam- 
menhang V, d. h. T^{X,Y) = fiir alle X,Y er°° {TM). 

Beweis. Sei V ein beliebiger Zusammenhang, so ist V := V — ^Ty torsionsfrei, da 

Tv(X, Y) = V^y - ^rv(X, Y) - VyX + ^T^{Y, X) - [X, Y] 

= rv(x,y) -Tv(x,y) (^•'^•3) 

= 

□ 

Definition A.7.8 (Symplektischer Zusammenhang). 

Gegeben eine symplektische Mannigfaltigkeit (M, u) . Man nennt einen Zusammenhang 

V : r°° (TM) X r"^ (TM) (TM) 

symplektisch falls 

Vco = 0. (A.7.4) 

Ausgeschrieben bedeutet dies, dafi 

X{u{Y, Z)) = u{V^Y, Z) + a;(y, V^Z) 

fiir alle X,Y,Z e r°° (TM). 

Lemma A. 7.9 (Konstruktion symplektischer Zusammenhang). 

Sei (M, w, V) eine symplektische Mannigfaltigkeit mit einem torsionsfreien Zusammenhang V. Der 
Ausdruck 

a;(Vxy, Z) = a;(Vxy, Z) + ^ (v^u;) (F, Z) + ^ {Vyu) {X, Z) (A.7.5) 
mit X,Y,Ze T°° (TM) definiert einen symplektischen Zusammenhang V. 

Beweis. Der Beweis ist eine elcmcntare Rechnung, der die Torsionsfreiheit des Zusammenhangs V, 
sowie die Geschlossenheit der Zweiform oj nutzt. □ 

Definiton und Lemma A.7.10 (Symplektische Kriimmung eines Zusammenhangs). 

Sei auf einer symplektische Mannigfaltigkeit {M,uj) ein symplektischer Zusammenhang V gege- 
ben, so ist die symplektische Kriimmung R des Zusammenhangs die mit der symplektischen Form 
kontrahierte Kriimmung R, d. h. 

R{X, Y) = VxVy - VyVx - Mx.y] G r~ (A2t*M ® End (TM)) , 
R{Z, U, X, Y) = u{Z, R{X, Y)U) G r°° {S^T*M (g) A^T*M) , 

fiir X,Y,Z,U e r°° (TM). 

Beweis. Der Zusammenhang V ist symplektisch, daher ist R in den ersten beiden Argumenten 
symmetrisch. Die Schiefsymmetrie in den zweiten beiden Argumenten bleibt erhalten. □ 
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A. 8 Symmetrien — G- und g-Invarianz 

In diesem Kapitel wollen wir cincn kurzcn Uberblick liber die Wirkung von LiE-Gruppen und 
LlE-Algebren auf Mannigfaltigkeiten geben. 

Definition A. 8.1 (G-Mannigfaltigkeit). 

Eine Mannigfaltigkeit M mit einer Gruppenwirkung G nennt man eine G-Mannigfaltigkeit, die 
man mit (M, G) bezeichnet. Man definiert eine Linkswirkung (j) und eine Rechtswirkung ijj durch 

(p-.GxM^M, {g,m) ^ (t){g,m) =: (j)g{m), 
■ip:MxG-^M, {m,g) ^ 'ip{m,g) =: 'il}g{m). 

sa dafi fiir alle g,g' E G gilt: 

(j)gi o = (j)gi,g sowie (f)g = IcJ, 
beziehungsweise fiir die Rechtswirkung tp 

ll^gl O Ipg = 1pg,g' SOWiC = 1^ • 

Bemerkungen A. 8. 2 (Notation). 

Um die Notation zu vereinfachen werden wir in Zukunft die Linkswirkung verkiirzt als g.m schrei- 
ben. Die Wirkung mit g. abzukiirzen hat weiter den Vorteil, dafi wir kategoriell unterschiedliche 
Wirkungen (auf Punkte, Funktionen,Vektorfelder, Formen,...) vereinheitlicht schreiben konnen. Um 
dies machen zu konnen, miissen wir uns allerdings von der Konsistenz der Wirkungen iiberzeugen. 
Daher werden wir im folgenden einige Kompatibilitaten zeigen. 

Definition A. 8. 3 (Symplektomorphismus). 

Gegeben sei eine symplektische G-Mannigfaltigkeit {M,uj,G). Man nennt (f)g : M ^ M einen Sym- 
plektomorphismus, falls die symplektische Form fiir alle g E G invariant unter der Gruppenwirkung 
ist, so dafi 

0*_i(a;) = uj oder kurz g.oj = oj ^g E G. (A.8.1) 

Der nachste Schritt besteht nun darin die G- Wirkung auf ein Vektorbiindel iiber einer Mannigfaltig- 
keit zu definieren. Diese spielen insbesondere bei der aquivarianten MORITA-Theorie eine wichtige 
Rolle. 

Definition A. 8.4 (G- Vektorbiindel). 

E ^ M sei ein Vektorbiindel iiber der G-Mannigfaltigkeit {M,G). Man nennt E M ein G 
-Vektorbiindel falls es eine Gruppenwirkung $ auf dem Vektorbiindel gibt, so dafi 

i.) fiir alle v E E 

^■.GxE^E, {g,v)^^g,v)=:^giv)=g.v, (A.8.2) 

a.) fiir alle v E E und g E G die Gleichung g.{'!r{v)) = TT{g.v) (oder argumentfrei ir o ^ = cf) o n) 
gilt. Dies ist gleichbedeutend mit der Kommutativitat des folgenden Diagramms 

^■.GxE > E 

U (A.8.3) 

(f):GxM > M. 
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Man bezeichnet ein G- Vektorbiindel mit {E A M, G) oder kurz mit {E, G) . 

Bemerkungen A.8.5. 

i.) Die Abbildung ist ein Vektorbiindelautomorphismus iiber <f)g. 
a.) Die Fasern Em = Tr~^{m) sind hier komplexe Vektorraume endlicher Dimension. 
Hi.) Die Abbildung $ : Em — > Eg_m ist ein Vektorraum Homomorphismus fiir alle m e M und alle 

geG. 

Lemma A.8.6 (Auf Schnitte induzierte G-Wirkung). 

Die G- Wirkung auf den Schnitten s G r°° (E) ist auf naturliche Weise gegeben durch 

{g.s){m):='^g{s{ct>-\m))). (A8.4) 
Definition A. 8. 7 (G-invariantc Schnitte). 

Gegeben sei ein G -Vektorbiindel {E,G). Man nennt Schnitte G-invariant, falls g.s = s fur alle 
g & G gilt. 

Lemma A. 8. 8 (Induzierte G- Wirkung auf Funktionen) . 

Die Abbildung (p : G x M ^ M induziert eine G-Linkswirkung auf den Funktionen C^{M): 

g.f:=ct>l.,f = fo4>g-,. (A.8.5) 

Lemma A.8.9. 

Gegeben sei das G -Vektorbiindel {E ^ M,G), f e C°°{M), s G r°° {E) und g e G, dann gilt: 

g.{sf) = {g.s){g.f) (A.8.6) 

Beweis. Durch Einsetzen der obigen Definitionen leicht zu sehen. □ 

Lemma A. 8. 10 (Induzierte G- Wirkung auf Einsformen und Vektorfeldern) . 

Die Gruppenwirkung (j) induziert auch eine G-Linkswirkung auf den Schnitten im Kotangenti- 

albiindel T°° (T*M) 3 a, den 1-Formen 

{g.a){m) : = (0*_iQ;)(m) 

= a{(t>g-i{m))oTm(l)g-i (A.8.7) 

= a{4>g-i{m)) o (r0^_^(„)0g)-\ 

sowie auf den Schnitten im Tangentialbiindel T°° (TM) 3 X, den Vektorfeldern 



{g.X){m) : = (</.g*X)(m) = r^^_^(^)05X(</>g-i (m)). (A.8.8) 

Ferner ist die Gruppenwirkung (f) vertrdglich mit der Kontraktion. Das heijit es gilt: {g.a){g.X) = 
g.{a{X)). 

Definition A. 8. 11 (Wirkung auf Endomorphismenbundel) . 

Sei A G r°°(End(£?)) und s G V°° [E) so definiert man eine Gruppenwirkung auf T°° {End (E)) 
mittels 

{9.A){s):=9.iA{g-'a)). (A.8.9) 
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Die so definierte G-Wirkung ist vertraglich mit der natiirlichen Multiplikation von A und s: 

g.{As) = i9-A){g.s). (A.8.10) 
Wir rechnen mit A £ T°° (End(£^)) und s £ T°° (E) nach: 



g.{As){m) = ^g{As)(l)g-i{m) 

[m) 

<P„ {rn) <t>n a~^{m) ^ 



<t>g (rn) y 



(g.A)(m) (g-s)(m) 

g.iA.s) = {g.A){g.s). 
Definition A. 8. 12 (G- und g-invarianter Zusammenhang V). 

Sei {M,u}) eine symplektische Mannigfaltigkeit mit einem linearen Zusammenhang nach Definition 
A.7.8[ G eine hiE-Gruppe und g eine L,IE-Algebra, die nicht notwendigerweise von einer Gruppe 



G kommt. Man nennt den Zusammenhang V fiir alle X^Y £ T°° (TM) 
i.) G-invariant, falls fiir alle g £ G gilt: 

(/>*V^y = V,;^(t>*gY. (A.8.11) 

a.) g-invariant, falls fiir alle £, £ Q gilt: 

L,{V^Y) = V^^xY + V^J:,Y. (A.8.12) 

Eine wichtige Prage ist nun, wie man einen G-invarianten Zusammenhang auf einer Mannigfaltigkeit 
M erhalt. Fiir kompakte Gruppen kann man sich einen solchen konstruieren, indem man den 
Zusammenhang iiber die Gruppe mittelt. 

Lemma A. 8. 13 (Mittelung eines Zusammenhangs V). 

Gegeben sei eine kompakte Lie- Gruppe G, die auf der Mannigfaltigkeit (Af, V) durch Linksaktion 
agiere. Man erhalt wie folgt einen G-invarianten Zusammenhang V; 



^xY = ^ J^g-'.{V,.^g.Y)fi{g) (A.8.13) 
Dabei ist n das UAAR-Mafl, und X,Y er°° (TM). 

Beweis. Um Lemma IA.8.131 zu beweisen mui3 man zum einen zeigen, dafi es sich bei V um einen 
Zusammenhang auf TM handelt und zum anderen, dai3 dieser invariant ist. 

i.) Im ersten Schritt zeigen wir die G°°(M)-Linearitat im ersten Argument, es gilt also 'VfxY = 
fVxY fiir alle / G G°°(M) und X,Y eV^ {TM). 



Vol 



1 



VolG 
1 

VolG Jg 



9 ^■ms.m!,.x)9-Y)fMig) 



-1 

G 

g-'.{g.f)g-\{\.x9y)t^{g) 
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= f%.xh.Y 

a.) Im zweiten Argument ist der Zusammenhang derivativ, Vx{fY) = fVxY + X{f)Y fiir alle 
/ G C°°(M) wie eine kurze Rechnung zeigt. 

%ifY) = ^J^9-'-{V,.xg.{fY))fiig) 

g-\{V„A{9-f ){9-Y)) f^ig) 

y^^Qj^9-'-{f{\.x9.Y) + {{g.X){g.f))Y) f,{g) 

= ^ f9-'-V,.x9.Y fi{g) + ^ g-H{g.X)ig.f)g.Y) ^,{g) 
= fVxY + X{f)Y. 

in.) Der Zusammenhang ist G-invariant, d. h. h.'VxY = V^.x^.Y fiir alle h €z G. 

h.VxY = h.^ l^g-\m.xg.Y) Kg) 



1 

VoTG Jg' 
1 



1 



Vol a Jg 
1 



VolG Jg 
%.xh.Y. 



h^.{v,.xg.Y) Kg^ 

r^.m.u.x~g-h.Y)fJi{g) 



□ 



Lemma A. 8. 14 (G-invarianter, symplektischer Zusammenhang). 

Wdhlt man einen beliebigen, torsionsfreien, G-invarianten Zusammenhang V auf der symplekti- 
schen G-Mannigfaltigkeit {M,uj,G), und ist die G-Wirkung g. ein Symplektomorphismus, so erhdlt 
man mit der Konstruktion eines symplektischen Zusammenhangs aus Lemma A. 7. 9, einen sym- 
plektischen und G-invarianten Zusammenhang V. 

Beweis. Wir betrachten dazu folgenden Ausdruck 

Lo{V,.xg.Y,g.Z) = Lo{%,xg.Y,g.Z) + ^{%,xio){g.Y,g.Z) + ^{V,,yu;){g.X, g.Z) 
= cj{g.VxY,g.Z) + ^i%,xg.uj){Y, Z) + ^{%,yg.uj){X, Z) 
= g.co{VxY, Z) + ^g.(VxUj){Y, Z) + ^-g.{%u:)[X, Z) 

= g.{u{VxY, Z) + \{Vx^){Y, Z) + ^(Vy^)(X, Z)) (A.8.14) 

= g.uj{VxY, Z) 
= u{g.{VxY),g.Z) 



g.{VxY) = V,,xg.Y. 
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□ 

Lemma A. 8. 15 (G-invarianter Zusammenhang auf Endomorphismenbiindel) . 

Sei E ^ M ein Biindel mit einem G-invarianten Zusammenhang iiber der Mannigfaltigkeit 

7r' 

M. Der auf dem Endomorphismenbiindel End{E) — > E induzierte Zusammenhang V^""'*^' ist auch 
G-invariant. 

Beweis. Der Beweis ist eine einfache Rechnung. 

g. (Vr'-'^) (.)=5.([Vf,A])(.) 

= 5.([V/,A] {g-\s)) 

= g. {V,-{A{g-\s))-AV,-{g-\s)) 

= g.V-{A{g~\s))-g. {AV-{g-\s)) 

= VfA9-{A{9-'-s))) - {g-A)g. {V,^{g''.s)) 

= V-Ai9-A){s))-{g.A)VfAs) 
= [Vf,,g.A] (s) 

□ 



A. 9 PoiSSON-Geometrie 



Sich an dieser Stelle ausfiihrlich mit der PoiSSON-Geometrie auseinander zu setzen wiirden den 
Rahmen dieser Arbeit sprengen. Daher wollen wir uns kurz fassen und nur ein paar grundle- 
gende Definitionen angeben, und den interessierten Leser auf die folgende n Biicher aufmerksam 
mach e n. Geeignete Literatur zur PoiSSON-Geo metrie sind 



2000( 1 ■ [Cannas da Silva fc WeinsteinI 1 1999( 1 sowie 



Vaisman 



Waldmann 



19M 



2004al |. 



Marsden fc Ratiu 



Definition A. 9.1 (PoiSSON-Klammer und PoiSSON-Mannigfaltigkeit). 
Sei M eine Mannigfaltigkeit. Man nennt eine bilineare Abbildung 

{•,•} : C°°{M) X C°°{M) ^C°°(M) 

eine PoiSSON-Klammer falls sie die folgenden Eigenschaften hat: 
*J {f,9} = -{gJ} (Schiefsymmetrie), 

a.) {oi/i + 02/2,5} = + oi2{f2,g} (Bilininearitdt) 

Hi.) {fg,h} = f{g,h} + {f,g}h (LEiBmz- Reg el), 

iv.) {/, {g, h}} = {{/, g}, h} + {g, {/, h}} (.1 ACOBi-Identitat) , 
mit ai,a2 G R. Man nennt (M, {•, •}) eine PoisSON- Mannigfaltigkeit. 

Bemerkungen A. 9. 2. 

i.) Die LEIBNIZ-Regel von {•,•} ist aquivalent dazu, dai3 es ein Bivektorfeld A e T°° (A^TM) 
gibt, so daB 



{/,g} = A(d/® d<7). 



(A.9.1) 



12G 



AnliHiig A. Algchrmschc Gnindlagcn 



Man nennt A den PoiSSON-5TOeA;tor. In lokalen Koordinaten [U, u) schreibt man das Bivek- 
torfeld als 

A\ = YA'^^A^. (A.9.2) 



Die PoiSSON-Klammer wird in einer Karte (U, u) dann zu 

: df dg 



a.) Die JACOBI-Identitat kann man dann in einer den lokalen Koordinaten (U, u) schreiben als 

E (A«A" + A-A" + A-A-) l^l^l^ = 0. (A.9.4) 

\ ,r ,r ,r J g^g V / 
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Allgemeines 

h 

i 

N 

Q 
R 
C 
K 

K[[A]] 

T" 

5" 

M„(-) 

0(n), SO(n) 
U(n), SU(n) 
R, S 
C 

Kapitel [1] 

5C 
Sj 

{;■) 



PLANCKsches Wirkungsquantum = ^ = 1,0546 x 10 ^'^ Js) 
Imaginare Einheit = — 1 

Natiirliche Zahlen 
Ring der ganzen Zahlen 
Restklassenring = TLjpTL 
Korper der rationalen Zahlen 
Korper der reellen Zahlen 
Korper der komplexen Zahlen 
Korper: Q, IR oder C 

Ring der formalen Potenzreihen in A mit Werten in K 
n-dimensionaler Torus T" = 1R"/Z" 
n-dimensionale Sphare 
Ring der n x n-Matrizen 

Orthogonale Gruppe, Spezielle Orthogonale Gruppe in n Dimensionen 
Unitare Gruppe, Spezielle Unitare Gruppe in n Dimensionen 
(geordnete) Ringe 

komplexe Erweiterung des geordneten Rings R, C = R(i) 



Pra-HiLBERT-Raum 
HiLBERT-Raum 

Skalarprodukt auf (Pra-)HiLBERT-Raum 
Vektoren in einem (Pra-)HiLBERT-Raum 
Ausartungsraum von (•, •) 

Vektoren im Quotientenraum 'Kj'K^ (Aquivalenzklasse) 
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Sj 'iiih ulvcrzcichnis 



A, B, C (Adjungierbare) Operatoren 

'S>{'K) Raum der Operatoren auf "K, deren Adjungiertes existiert 

PraHilbert(C) Kategorie der Pra-HlLBERT-Raume iiber C 

00^y, Operator vom Rang Eins 

?'(?fi,5{2) Raum der Operatoren mit endlichem Rang 

yi,B,e,D *-Algebren 

*alg(C) Kategorie der *-Algebren iiber C 

*Alg(C) Kategorie der *-Algebren mit Einselement iiber C 

L^(-) Raum der quadratintegrablen Funktionen 

lyi G yi Einselement der Algebra A 

Menge der positiven Elemente in A 

Menge der quadratischen Elemente in A 
u Positives Funktional 

"K-Q, jiK D-Rechtsmodul, ^l-Linksmodul 

(•, D-wertiges inneres Produkt auf D-Rechtsmodul 

•) yi-wertiges inneres Produkt auf A-Linksmodul 

(IKd, (•, Innerer Produktmodul 

[K'q/'K^, (•, ■)^) Pra-HlLBERT-Modul 
C-span{-} C-lineare Hiille 

h HERMlTEsche Fasermetrik 

HERMlTEsche Fasermetrik am Punkt x ausgewertet 
{"K, tt) *-Darstellung 

T Verschrankungsoperator zwischen *-Darstellungen 

*-modi,(yi) Kategorie der *-Darstellungen der *-Algebra A auf D-Rechtsmodul 

*-repj,(yi) Kategorie der *-Darstellungen der *-Algebra A auf Pra-HlLBERT-D- 

Rechtsmoduln 

*-Modi,(yi) Kategorie der stark nichtentarteten *-Darstellungen der *-Algebra A auf 

D-Rcchtsmodul 

*-Repj,(yi) Kategorie der stark nichtentarteten *-Darstellungen der *-Algebra A auf 

Pra-HlLBERT-D-Rechtsmoduln 
mod- R Kategorie der R-Rcchtsmoduln 

R-mod Kategorie der R-Linksmoduln 

Mod- R Kategorie der R-Rcchtsmoduhi mit £r • R = £r 

R-Mod Kategorie der R-Linksmoduln mit R • r£ = r£ 

'qS-Ai "bS^A 23-Links- yi-Rechtsmodul, d. h. (!B,>l)-Bimodul 

r£*S dualer Bimodul zu s£r 

jlE-s komplex-konjugierter Bimodul zu ^Syi 
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•),(•, ■)a) 

§s 

Re 
Se 

A,B,F 
IdA 

Obj(A) 
Morph(A) 

J(R) 

3(R) 

Hom^(B,e) 

EndR(£R) 

P 

PR" 

*-modB,ff(yi) 
*-rep,^^(yi) 
*-ModB,H(^) 
*-Rep,^,^(yi) 

Kapitel ?? 

Pic 

Pic, Pic*, Pic"*"' 

Pic(yi) 

SPic(A) 



^-wertiges inneres Produkt auf -b&a 

(!B,yi)-Bimodul mit S-wertigem und yi-wertigem inneren Produkt 
Inneres Tensorprodukt iiber der Algebra 23 

Inneres Tensorprodukt iiber der Algebra 23 (beriicksichtigt innesres Pro- 
dukt) 

Inneres Tensorprodukt iiber der Algebra 23 (beriicksichtigt beide inneren 

Produkte) 

RiEFFEL-Induktion 

Wechsel der Basisalgebra 

Kategorien A,B und Funktor P : A— t-B, 

Identitatsfunktor auf der Kategorie A 

Objekte der Kategorie A 

Morphismen der Kategorie A 

JACOBSON-Radikal des Rings R 

Zentrum des Rings R 

yi-lineare Homomorphismen von 23 nach C 
R-lineare Endomorphismen von £r 
idempotentes Element oder Projektor 
n-komponentiger projektiver Modul 
HOPF- Algebra (siehe auch Anhang E]) 
HOPF-Algebra H mit Wirkung i> 
i?-Modulalgebra 

Wirkung auf dualem Bimodul yi£s 

Kategorie der //-aquivarianten *-Darstellungen der *-Algebra A auf D- 
Rechtsmodul 

Kategorie der P-aquivarianten *-Darstellungen der *-Algebra A auf Pra- 
HiLBERT-D-Rechtsmodul 

Kategorie der stark nichtentarteten P-aquivarianten *-Darstellungen der 
*-Algebra A auf 2)-Reclitsmodul 

Kategorie der stark nichtentarteten P-aquivarianten *-Darstellungen der 
*-Algebra A auf Pra-HiLBERT-D-Rechtsmoduln 



PiCARD-Bikategorie 

PiCARD-Gruppoid, *-PiCARD-Gruppoid, starkes PiCARD-Gruppoid 
PiCARD-Gruppe von A 

Statische (klassische, kommutative) PiCARD-Gruppe von A 
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lso(yi, Isomorphismen von A^'B 

Iso* {A, "B) *-Isomorphismen von A^B 

Aut(yi) Automorphismengruppe von A 

Aut* (A) *-Automorphismen von A 

InnAut(yi) Gruppe der inneren Automorphismen der Algebra A 

lnnAut*(yi) Gruppe der inneren *- Automorphismen der Algebra A 

OutAut(yi) aufiere Automorphismen der Algebra A 

OutAut*(yi) aufiere *-Automorphismen der Algebra A 

■0, durch Automorphismus (f) bzw. ip getwistete Modulstruktur 

DifF(M) DifFeomorphismengruppe von M 

H"(M, Z) n-te integrale Cech-Kohmologie 

Aut^, Pic^, i^-aquivariante Automorphismen, i^-aquivariantes PiCARD-Gruppoid 

G, g LiE-Gruppe G, Lie- Algebra g 

£j LlE-Ableitung 

linksinvariantes Vektorfeld zu G 

ei , . . . , e„ Basis von g 

X,^,..., Modulbasis aller Vektorfelder r°° (TG) von G 

V linearer Zusammenhang 

Uh C-linearer Endomorphismus von ^ £^ 

a, b C-linearer Homomorphismus von HOPF- Algebra H in *- Algebra 

mit b von links getwistet Wirkung > auf Bimodul 

>a mit a von rechts getwistet Wirkung > auf Bimodul 

GL(iJ,yi) Gruppe von Elementen aus Homc{H,A) beziiglich Konvolutionsprodukt * 

\J{H,A) Unitare Elemente in GL(iJ,yi) 

GL(3(^)) AsELsche Gruppe der invertierbaren, zentralen Elemente der Algebra A 

U(3(^)) AsELsche Gruppe der unitaren, zentralen Elemente der *-Algebra A 
GLo(-ff,yi), K}q{H,A) Quotientengruppen 

■^ce(5)-^) n-Kozykeln der Chevalley-Eilenberg Kohomologie mit Werten in A 

J Impulsabbildung 

{"h^Ai^) Bimodul mit Wirkung 

Bij(M) Gruppe der Bijektionen auf M 

J, a, *-Ideale 

kleinstes abgeschlossenes Ideal, das enthalt 

L-r, Verband der D-abgeschlossenen Ideale 

£jD^H Verband der (D, iJ)-abgeschlossenen Ideale 

3if {A) iJ-invariantes Zentrum der Algebra A 

Proj(yi) Kategorie der endlich erzeugten, projektiven ^l-Rechtsmoduln 
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Proj*(yi) 



Proj"*'"(A) 



Proj 



Proj 



Prqjf(yi) 



A, B, C, F 
2-Morph(C) 

Kapitel E] 

h, h, h 
X 

Kapitel [3] 

M, N,Q 
C^{M) 
C^{M) 
f,9 

supp/ 
M 

C"^(C") 
(M,w) 
{M,uj,I,g) 
(M,A) 

{•,•} 

TQ 
T*Q 



Kategorie der endlich erzeugten, projektiven Pra-HiLBERT-yi- 
Rechtsmoduln 

Kategorie der endlich erzeugten, projektiven starken Pra-HiLBERT-yi- 
Rechtsmoduln 

Kategorie der i^-aquivarianten endlich erzeugten, projektiven A- 
Rechtsmoduln 

Kategorie der iif-aquivarianten, endlich erzeugten, projektiven Pra- 
HiLBERT-yi-Rechtsmoduln 

Kategorie der ff-aquivarianten, endlich erzeugten, projektiven starken Pra- 
HiLBERT-yi-Rechtsmoduln 

HERMiTEsche duale Basis eines endlich erzeugten, projektiven Rechtsmo- 
duls 

Bikategorien A, B , C und Bifunktor £1 : A — B 
2-Morphismen der Bikategorie C 



Cross-Produktalgebren 
(kanonische) Isomorphismen 
Charakter 



C°°-Mannigfaltigkeiten (HAUSDORFFsch, zweites Abzahlbarkeitsaxiom) 
glatte komplexwertige Funktionen auf M 

glatte komplexwertige Funktionen mit kompaktem Trager auf M 

Funktionen auf Mannigfaltigkeit 

punktweise komplexe Konjugation 

Trager von / 

BoREL-MaB 

reell-analytische Funktionen auf dem C" 
symplektische Mannigfaltigkeit 

KAHLER-Mannigfaltigkeit mit komplexer Struktur /-^ = — id und Metrik g 

PoiSSON-Mannigfaltigkeit 

POISSON-Klammer 

Tangentialbiindel der Mannigfaltigkeit Q 

Kotangentialbiindel der Mannigfaltigkeit Q 

kanonische symplektische Form auf Kotangentialbiindeln 
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{T*Q,Uo) Kotangentialbxindel mit kanonischer symplektischer Zweiform ujq = — d9o 
Q^i' " jQ^jPIi' ' 'Pn lokale Biindelkoordinaten auf T*Q 

H HAMILTON-Funktion 

(M, G) G-Mannigfaltigkeit 

(M, CO, G) symplektische G-Mannigfaltigkeit 

2) , ^ HiLBERT-Raume 

Fij projektiver HiLBERT-Raum 

^' Vektoren in HiLBERT-Raum 

(•,•) inneres C-wertiges Produkt 

P,Q Impulsoperator, Ortsoperator 

Pj,Q^ j-ie Komponente des Impulsoperators, i-te Komponente des Ortsoperators 

idj5 Identitat auf HiLBERT-Raum Sj 

A<-^ A* Adjungieren des Operators A 

Sij KRONECKER-Delta 

[• , •] Kommutator (von Operatoren) 

DifFOp(]R") DifFerentialoperatoren mit glatten Koeffizientenfunktionen auf 

DifFOpPol(]R") Differentialoperatoren mit polynomialen KoefEzientenfunktionen auf 
Pol(R,2"), Pol(r*R,") Polynome auf dem R^n Q^jer T*W 

• • • z", • • • (globale) Koordinatenfunktionen auf dem C" 

dfi GAUSS-Mafi 

L^(C", d/x) Raum der quadratintegrablen Funktionen auf dem 

Qwey\, Qst6, Qn Weyl-, Standard", K-geordnete Darstellung 

£'wick, Qr Wick-, K-geordnete Darstellung 

(Jweyh Cstd) cr« Weyl-, Standard-, K-Symbolabbildungen 

o'wick, Cft Wick-, K-Symbolabbildungen 

★ Sternprodukt 

*weyh *std5 Weyl-, Standard-, K-geordnete Sternprodukte 

*wick,*s Wick-, K-geordnete Sternprodukte 

[•, Kommutator beziiglich des Sternprodukts -k 

0(A") Terme von A mit mindestens der Potenz n 

iV„, K-ordnender NEUMAIER-Operator, Analogon fiir K-Ordnung 

A, A LAPLACE-Operator 

P, P*, Q, Q* differentielle Abbildungen auf Pol(r*R,") (g) Pol(r*R,") 

D allgemeiner Differentialoperator 

/J, Multiplikationsabbildung /x(a <Sib) = ab 

T Vertauschungsoperator, Flip T(a (g) 6) = h®a 

C komplexe Konjugation C{a) = a 
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Z, Z differentielle Abbildungen auf Pol (C") ® Pol (C") 

Bn BidifFerentialoperator der Stufe n 

A Algebra A iiber dem Ring C 

yi[[A]] for male Potenzreihe in A mit KoefHzienten aus A 

A deformierte Algebra A = (^[[A]],*) beziiglich ★ 

Iji Einselement der Algebren A bzw. A 

Cn C-bilineare Abbildung auf Algebra A 

T Aquivalenzoperator 

[★] Aquivalenzklasse der Deformation ★ 

Def (yi) Menge der Aquivalenzklassen von Deformationen der Algebra A 

Def (yi, {•,•}) Menge der Aquivalenzklassen von Deformationen der Algebra A bei fester 

PoiSSON-Struktur 

Aut(yi) Gruppe der Automorphismen der Algebra A 

Mn{A) n X n-Matrizen mit Eintragen aus A, Mn{A) = M„(C) (g) A 

cl klassische Limes- Abbildung 

(yift,*wick) konvergente deformierte Algebra A^ C C"^(C") [[A]] beziiglich des WlCK- 

Produkts 

(M, A, -k) PoiSSON-Mannigfaltigkeit mit Sternprodukt ★ 

{M,ui,-k) symplektische Mannigfaltigkeit mit Sternprodukt ★ 

R, S, T Aquivalenzoperatoren bei Sternprodukten 
H^j^(M), H^i^(M, C) n-te DE RHAM-Kohomologie von M 

H"p^(M, Z) n-te integrale DE RHAM-Kohomologie von M 

c(*) charakteristische Klasse des Sternprodukts ★ 

x^, - • • lokale Koordinaten in einer Umgebung U C. M 

dx^,--- , dx^ Koordinateneinsformen 

gfr ) ■ ■ ■ ) gf^- Koordinatenvektorfelder 

ojij, A*-^ KoefRzienten der symplcktischcn Form oj, des PoiSSON-Tensors A 

A"T*M schiefsymmetrische Tensoren der Stufe n auf T*M 

S'^T*M symmetrische Tensoren der Stufe n auf T*M 

Wp, Wp (g) A* formale Weyl- Algebren iiber dem Punkt p G M) 

W, W A' Biindel aller formalen Weyl- Algebren 

dega, degs schiefsymmetrische, symmetrische Gradabbildung 

deg;^, Deg A-Gradabbildung, totaler Grad 

W^^\Wp''^ homogene Elemente beziiglich des totalen Grades (iiber p G M) 

(Wk A) Menge aller Elementen vom Deg-Grad > k 

a^'^^ homogenes Element in Wp'^^ 
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W (S> A' Weyl- Algebra, direktes Produkt der Schnitte im Biindel W <^ A 

fj., Oyv^yi undeformiertes Produkt, faserweises WEYL-MOYAL-Produkt 

ad(a), [a,-]o^^^| Z2-gradierter Kommutator beziiglich 0^^^^, mit a 

6, 6*, 6^^ Differentiale 

£7, a' , Projektion auf symmetrischen und schiefsymmetrischen Grad 

[■J abrunden auf nachste ganze Zahl, d. h. x — 1 < [xj < x und [xj G TL fiir 

alle X G R, 

V (symplektischer) Zusammenhang 

W (g) /!• £ Biindel, iy<l ® A' ® tnd(E) ® yl')-Bimodul 

W (g) yl* £.nd{E) Assoziative Algebra, Erweiterung von W A' 

D, D\ D'' kovariante Differentiale auf W A* , W A* (gi 8nd{E), W A' E. 

D, D' FEDOSOV-Derivationen 

R Kriimmung eines Zusammenhangs V 

R symplektische Kriimmung eines symplektischen Zusammenhangs V 

R^ Kriimmung des Zusammenhangs auf E M 

R' Kriimmung des Zusammenhangs V^""'*^' auf Endomorphismenbiindel 

End(S) ^ E 

r, , r' spezielle Elemente in WEYL-Algebren 

formale Reihe geschlossener Zweiformen 

s Element in W3 (g) A^ 

7ir(v,n,s) FEDOSOV-Sternprodukt 

E M (komplexes) Vektorbiindel iiber M 

L M (komplexes) Geradenbiindel iiber M 

■', • undeformierte Modulverkniipfungen 

o', o Weyl-Moyal deformierte Modulverkniipfungen 

deformierte Modulmultiplikationen 

(M, a;,G, V) symplektische G-Mannigfaltigkeit mit Zusammenhang 

g. Wirkung der Gruppe G 

Kapitel H 

(Mjcd, (^rcd) durch Phasenraumreduktion reduzierte symplektische Mannigfaltigkeit 

J, J Impuslabbildung, Quantenimpulsabbildung 

r"(g)[[A]] formale Potenzreihe der komplexifizierten Tensoralgebra einer Lie- Algebra 



Ua (0) A-abhangige modifizierte universell einhiillende Algebra der Lie- Algebra g 

Por(0*) Algebra der Polynome auf g* 
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Po 
P 

{;■)) 

h:(m,c) 
h:(m,z) 



GUTT-Sternprodukt auf Por(0*)[[A]] 

idempotentes Element oder Projektor in M„(yi) 

deformiertes idempotentes Element oder deformierter Projektor 

deformiertes inneres Produkt 

n-te PoiSSON-Kohomologie 

n-te integrale PoiSSON-Kohomologie 



Anhang [A 



(G,-) 

Mr 

R 

A 

V 

3 (-A) 
X 

A, A°p 

£ 

Prim(3C) 

H 

S 

I* 

J 



11(0) 
C(G) 
Uc (fl) 
HG) 

UomciH,A) 
a, b 
AxjH 
A,B,F 
A 

M[[A]] 
M[A] 



Gruppe 
R-Rechtsmodul 

Linksideal, Rechtsideal, Ideal eines Rings R 
Quotientenkorper des Rings R 
Assoziative Algebra 

Multiplikation /i(a b) = ab, geflipte Multiplikation fi°^{a b) = ba 

Einsabbildung 

Zentrum der Algebra A 

Koassoziative Koalgebra 

Komultiplikation, geflipte Komultiplikation 

Koeins 

Primitive Elemente der Koalgebra % 
HOPF-Algebra, HoPF-*-Algebra 
Antipodenabbildung einer Hopf- Algebra 
Antilinearer Antiautomorphismus / *-Involution 
HOPF-Ideal 
Lie- Algebra 

Universell Einhiillende von g 
Gruppenalgebra liber Ring C 

komplexifizierte universell Einhiillende He (fl) = 11^ (g) (du C 

C-wertige Funktionen auf der Gruppe G 

C-linearen Homomorphismen von H nach A 

Elemente in Homc(-ff, ^) 

Cross-Produkt algebra 

Kategorien A, B und Funktor F : A — B 

Formaler Parameter 

Formale Reihen in A mit Koeffizienten im Modul M 
Polynome in A mit Koeffizienten in M 
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A[[X]] 
o(-) 



Formalen Potenzreihen in A mit Koeffizienten in der Algebra A 
A-adische Ordnung 
A-adische Bewertung 
von ip induzierte Metrik 



Anhang IA.5 



{E,7T,M,F,G) 

yEnd(B) 



Faserbiindel mit Totalraum E, Projektion vr, Basismannigfaltigkeit M, Fa- 

ser F und Strkturgruppe G 

Ubergangsfunktionen 

Zusammenhang auf Vektorbiindel E M 
Zusammenhang auf Endomorphismenbiindel End {E) E 
Kriimmung eines Zusammhangs auf E 
K^^ nach der j-ten Komponente abgeleitet 
Torsion eines Zusammenhangs V auf TM 
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Abel, Niels H. (*1802, tl829) 



Archimedes (*287, t212 v. Chr.) 



Artin, Emil (*1898, tl962) 



Bargmann, Valentine (*1908, tl989) 



BiRKHOFF, Gerrett (*1911, tl996) 



BOREL, Emile (*1871, tl956) 



Cartan, Elie J. (*1869, tl951) 



Cauchy, Augustin L. (n789, tl857) 



Cech, Eduard (*1893, tl960) 



Niels Henrik Abel war norwegischer Mathema- 
tiker und starb im Alter von 26 Jahren an Tuber- 
kulose. 

Archimedes von Syrakus war antiker griechi- 
scher Mathematiker, Physiker und Ingenieur. 
Emil Artin war osterreichischer Mathematiker 
und beschaftigte sich mit Algebra, Zalilentheorie 
sowie der Korpertheorie. 

Valentin Bargmann war ein in Deutschland ge- 
borener mathematische Physiker. Er emigrierte in 
die USA in der er Albert Einstein assistierte. 

Gerrett Birkhoff war amerikanischer Mathe- 
matiker, der auf dem Gebiet der Algebra forschte. 
Sein kompletter Name lautetet Felix Edouard 
Justin Emile Borel. Er war franzosischer Ma- 
thematiker und Politiker und leistete grundlegende 
Beitrage zur Topologie, MaB-, Wahrscheinlichkeits- 
und Spieltheorie. 

Elie Joseph Cartan war ein bedeutender 
franzosischer Mathematiker, der Beitrage zu LiE- 
Gruppen, der Differentialgeometrie sowie der ma- 
thematischen Physik geliefert hat. 
Augustin Louis Cauchy war franzosischer Ma- 
thematiker und verfafite knapp 800 Veroffentlichun- 
gen in fast alien Bereichen der Mathematik, insbe- 
sondere in der Funktionentheorie. 
Eduard Cech war ein bohmischer Mathematiker. 
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Chern, Shiing-Shen (*1911, t2004) 



Chevalley, Claude (*1909, tl984) 



Darboux, Jean G. (*1842, tl917) 



DE Morgan, Augustus (*1806, flBTl) 



de Rham, Georges (*1903, tl990) 



Deligne, Pierre R. (*1944) 



Descartes, Rene (*1596, flGSO) 



DiRAC, Paul A. M. (*1902, tl984) 



Einstein, Albert (*1879, tl955) 



Shiing-Shen Chern war chinesisch-amerika- 
nischer Mathematiker, der mit seinen Beitragen 
zur Topologic und Geometrie die Mathematik des 
20. Jahrhunderts gepragt hat. 
Claude Chevalley war cin franzosischcr Ma- 
thematiker und Griindungsmitglied der Bourbaki- 
Gruppe. Er hat insbesondere in der LlE- 
Gruppentheorie und LlE-Algebrentheorie wichtige 
Beitrage beigesteuert. 

Jean Gaston Darboux war ein franzosischer 
Mathematiker und assistierte JOSEPH LIOUVILLE 
an der Sorbonne in Paris. 

Augustus de Morgan war ein in Indien gebore- 
ner, britischer Mathematiker, der sich insbesondere 
der Logik verschrieben hat. 

Georges de Rham war ein schweizerischer Ma- 
thematiker, der sich insbesondere mit der Differen- 
tialtopologie auseinandersetzte. Ihm gelang der Be- 
weis der Homotopieinvarianz der nach ihm benann- 
ten Kohomologie. 

Pierre Rene Deligne ist belgischer Mathe- 
matiker und erhielt 1978 die FiELDS-Medaille. 
Ihm gelang der vollstandige Beweis der Weil- 
Vermutungen. 

Rene Descartes war franzosischer Philosoph, 
Mathematiker und Wissenschaftler, der auch als 
Cartesius bekannt war. Er gilt als einer der wich- 
tigsten Denker der Neuzeit, da er sowohl die Phi- 
losophie als auch die Mathematik entscheidend be- 
einfiuBte. 

Paul Adrien Maurice Dirac war britischer 
Physiker. Er erhielt 1933 den NoBELpreis fiir Phy- 
sik: „fiir die Entdeckung einer neuen, niitzhchen 
Form der Atomtheorie". 

Albert Einstein war Dcutsch-schweizerischer 
Physiker. Er erhieh 1921 den NOBELpreis Phy- 
sik „fiir seine Verdienste in der theoretischen Phy- 
sik, besonders fiir die Entdeckung des Photoelek- 
trischen Effekts". 
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ElLENBERG, SAMUEL (*1913, flQQS) 

EULER, Leonhard (*1707, tl783) 

Fedosov, Boris (*1938) 

FocK, Wladimir a. (*1898, tl974) 

Gauss, Carl F. (*1777, tl855) 
Grothendieck, Alexander (*1928) 

GUTT, SiMONE (*1956) 
Haar, Alfred (*1885, tl933) 
Hamilton, William R. (*1805, tl865) 

Hausdorff, Felix (*1868, tl942) 
Heisenberg, Werner (*1901, tl976) 

Hellinger, Ernst D. (*1883, tl950) 
Hermite, Charles (*1822, tl901) 



Samuel Eilenberg war polnischer Mathematiker. 
Er beschaftigte sich vorwiegend mit der algebrai- 
schen Topologie sowie der Kategorientheorie. 
Leonhard Euler war schweizerischer Mathema- 
tiker und Physiker. Es war wahrschcinlich der wich- 
tigste Mathematiker des 18. Jahrhmidcrts. 
Boris Fedosov ist ein russischer Mathematiker, 
der grundlegende Beitrage auf dem Gebiet der De- 
formationsquantisierung geleistet hat. 
Wladimir Alexandrowitsch Fock war rus- 
sischer Physiker, der grundlegende Beitrage zur 
Quantenmechanik und zur Quantenfeldtheorie bei- 
getragen hat. 

Carl Friedrich Gauss war deutscher Mathema- 
tiker, Geodat und Erfinder. 

Als Sohn eines russischen Vaters und einer deut- 
schen Mutter in Berlin geboren, entwickelte er 
sich zu einem der wichtigsten Mathematikern des 
20. Jahrhunderts und leistete wichtige Beitrage in 
der algebraischen Topologie, der algebraischen Geo- 
metric sowie der Funktionalanalysis. 
SiMONE GUTT ist belgische Mathematikerin und 
an der Universite Libre de Bruxelles tatig. 
Alfred Haar war ungarischer Mathematiker. Er 
promovierte bei David Hilbert. 
Sir William Rowan Hamilton war irisch- 
englischer Mathematiker und Physiker, hatte ab 
1827 eine Profcssur fiir Astronomic inne und war 
koniglicher Astronom fiir Irland. 

Felix Hausdorff war deutscher Mathematiker 
und Mitbegriinder der modernen Topologie. 
Werner Heisenberg war deutscher Physiker und 
erhielt 1932 den Physik NoBELpreis fiir seine Ar- 
beiten zur Aufstellung der Quantenmechanik. 

Ernst David Bellinger war deutscher Mathe- 
matiker. 

Charles Hermite war franzosischcr Mathemati- 
ker. Er arbeitete insbesondere auf dem Gebiet der 
Zahlentheorie und der Algebra. 



140 



Pcrsuncnindcx 



HiLBERT, David (*1862, tl943) David Hilbert war ostpreufiischer Mathematiker. 

Er axiomatisierte die Geometrie und formulierte die 
23 HiLBERT-Probleme. 

HocHSCHiLD, Gerhard P. (*1915) Gerhard Paul Hochschild ist ein in Berlin ge- 

borener Mathematiker. 

Hope, Heinz (*1894, flQTl) Heinz Hopf war schweizerischer Mathematiker, 

der insbesondere im Bereich der algebraischen To- 
pologie arbeitete. 

Jacob:, Carl G. J. (*1804, flSSl) Carl Gustav Jacob Jacob: war ein deutscher 

Mathematiker und wurde von seinen Schxilern der 
„Euler des 19. Jahrhunderts" genannt. Er trug zu 
vielen Bereichen der Mathematik wichtige Ergeb- 
nisse bei und wird daher als einer der vielseitigsten 
Mathematiker der Geschichte angesehen. 

Jacobson, Nathan (*1910, tl999) Nathan Jacobson war amerikanischer Mathema- 

tiker. 

Kahler, Erich (*1906, t2000) Erich Kahler war deutscher Mathematiker. 

Kepler, F. Johannes (*1571, flGSO) Friedrich Johannes Kepler war ein deutscher 

Naturphilosoph, Mathematiker, Astronom, Astro- 

loge und Optiker. 

KoNTSEViCH, Maxim (*1964) Maxim Kontsevich ist russischer Mathematiker. 

Er bekam 1998 die FlELDS-Medaille und ist derzeit 
am Institut des Hautes Etudes Scientifiques (IHES) 
in Bures-sur-Yvette, Frankreich. 

Kronecker, Leopold (*1823, tl891) Leopold Kronecker war deutscher Mathemati- 

ker. Er beschaftigte sich mit Algebra, Zahlentheo 
rie. Analysis und der Funktionentheorie. 

Lagrange, Joseph L. (*1736, flSlS) Joseph Louis Lagrange, der als Giuseppe Lu- 

IGI Lagrangia in Turin geboren wurde, nahm die 
franzosische Staatsbiirgerschaft an und ist fiir seine 
Arbeiten in der Astronomie, der Physik sowie der 
Mathematik bekannt geworden. 

Laplace, Pierre-Simon (*1749, tl827) Pierre-Simon Marquis de Laplace war 

franzosischer Mathematiker und Astronom. 

Laurent, Pierre A. (*1813, tl853) Pierre Alphonse Laurent war franzosischer 

Mathematiker und Entdecker der Laurent- 
Reihen. 

Lebesgue, Henri L. (*1875, tl941) Henri Leon Lebesgue war franzosischer Mathe- 

matiker. 
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Leibniz, Gottfried W. (*1646, flTlG) 



Lie, M. Sophus (*1842, tl899) 



LiouviLLE, Joseph (*1809, tl882) 



MORiTA, KiiTi (*1915, tl995) 
MOYAL, Jose E. (*1910, tl998) 

Neumaier, Nikolai A. (*1971) 



Newton, Isaac (*1643, tl727) 



NoETHER, Emmy A. (*1882, tl935) 



PiCARD, Charles E. (n856, tl941) 



Planck, Max (*1858, tl947) 



PoiNCARE, Henri (*1854, tl912) 



Gottfried Wilhelm Leibniz war ein deutscher 
Philosoph, Mathematiker, Diplomat, Physiker, Hi- 
storikcr, Bibliothekar und Doktor des weltlichen 
und des Kirchenrechts. 

Marius Sophus Lie war ein norwcgischcr Mathe- 
matiker. Er bcgriindcte die kontinuierlichcn Sym- 
metrien und leistctc Beitrage zur Theorie der Dif- 
ferentialgleichungen. 

Joseph LiOUVILLE war franzosischer Mathe- 
matiker. Er legte an der Ecole Polytechnique 
u. a. Priifungen bei Simeon-Denis Poisson ab 
und erhielt dort 1838 eine Professur. Er arbeitete 
insbesondere in der Zahlentheorie, Funktionentheo- 
rie und der Differentialgeometrie. 
KiiTi MORITA war japanischer Mathematiker. 
Jose Enrique Moyal war austrahscher Mathe- 
matiker und Physiker. 

Nikolai Alexander Neumaier ist deutscher 
Physiker und Mathematiker. Er ist z. Zt. an der 
ALBERT-LUDWIGS-Universitat Freiburg tatig und 
arbeitet auf dem Gebiet der Deformationsquanti- 
sierung. 

Sir Isaac Newton war enghscher Mathematiker, 
Physiker, Astronom, Alchemist und Philosoph. 

Emmy Amalie Noether habilitierte sich 1919 als 
erste Frau in Deutschland. Sic gilt als cine der Mit- 
begriinderinnen der modcrncn Algebra. 
Charles Emile Picard war franzosischer Mathe- 
matiker. 

Max Planck war deutscher Physiker. Er erhielt 
den NoBELpreis fiir Physik 1918 „als Anerkennung 
des Verdienstes das er sich durch seine Quanten- 
theorie um die Entwicklung der Physik erworben 
hat". 

Henri Poincare war ein bedeutender franzosi- 
scher Mathematiker und theoretischer Physiker. 
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PoissoN, Simeon-Denis (*1781, tl840) 



RiEMANN, Bernhard (*1826, tl866) 

SCHRODINGER, ERWIN (n887, tl961) 

SCHWARZ, K. Hermann A. (*1843, tl921) 
Serre, Jean-Pierre (*1926) 

Swan, Richard G. 
Sweedler, Moss E. 
Taylor, Brook (*1685, flTSl) 

ToEPLiTZ, Otto (*1881, tl940) 

Vey, Jacques (*1943, tl979) 

Weyl, Hermann K. H. (*1885, tl955) 

Wick, Gian-Carlo (*1909, tl992) 



Simeon-Denis Poisson war ein bedeutender 
franzosischer Mathematiker und Physiker. In der 

Mathcmatik arbcitctc auf den Gcbictcn der Diffe- 
rentialgeometrie, der Wahrscheinlichkeitsrechnung 
sowie der Infinitesimalrechnung. In der Physik 
forschte er insbesondere an der Wellentheorie, 
der Akustik, sowie der Elastizitatstheorie und der 
War me. 

Bernhard Riemann war ein bedeutender deut- 
scher Mathematiker, der unter anderem bei Gauss 
und Dirichlet lernte. Er schuf die mathemati- 
schen Grundlagcn fiir die Allgemeine Relativitats- 
theorie EiNSTEiNs. Er starb mit 39 Jahren an Tu- 
berkulose. 

Erwin Schrodinger war ostcrrcichischcr Physi- 
ker. Er erhielt 1933 den NOBELpreis fiir Physik. 
Karl Hermann Amandus Schwarz war ein 
deutscher Mathematiker, der sich insbesondere mit 
der komplexen Analysis auseinandergesetzt hat. 
Jean-Pierre Serre ist franzosischer Mathema- 
tiker, der die Mathematik des 20. Jahrhunderts 
pragte. Er erhielt u. a. die FlELDS-Medaille im Jah- 
re 1954 und den ABEL-Preis 2003. 
Richard Gordon Swan ist amerikanischer Ma- 
thematiker. 

Moss Eisenberg Sweedler ist amerikanischer 
Mathematiker. 

Brook Taylor war englischer Mathematiker, 
dem es gelang, die allgemeine Konstruktion fxir 
TAYLOR-Reihen von Funktionen, die eine solche 
Reihe besitzen, anzugeben. 

Otto Toeplitz war deutsch-jiidischer Mathema- 
tiker. Er beschaftigte sich mit Funktionalanalysis 
und linearer Algebra und hatte eine Professur in 
Bonn bevor er 1939 nach Palastina fliichtete. 
Jacques Vey war schweizerischer Mathematiker. 
Hermann Klaus Hugo Weyl war deutscher Ma- 
thematiker. 

Gian-Carlo Wick war italienischer Physiker. 
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Witt, Ernst (*1911, tl991) 



Ernst Witt wax deutscher Mathematiker. Er stu- 
dierte in Freiburg im Breisgau und Gottingen, wo 
er bei Emmy Noether promovierte und sich habili- 
tierte. 
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